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Im Frühjahre 1865 war mir das Glück zu Theil geworden, bei meinem hoch- 
verehrten Lehrer Rieniann in Pisa, wo derselbe sich seiner Gesundheit wegen aufhielt, 
einige Wochen zubringen zu können. Ich war damals mit gewissen Untersuchungen 
aus der Theorie der hyperelliptischen Functionen beschäftigt, deren Anfange ich schon 
in meiner im Jahre 1864 in den Denkschriften der Wiener Akademie erschienenen 
Arbeit „Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen" anhangsweise ver- 
öffentlicht hatte, und es bildete 'während meines Aufenthaltes in Pisa unter anderem 
auch das Additionstheorem der hyperelliptischen Functionen einen Gegenstand meiner 
Studien. Bei dieser Gelegenheit wurde mir von Riemann eine Formel (Formel (12) 
der ersten Arbeit) mitgetheüt, die für die Theorie der Thetafunctionen als eine funda- 
mentale anzusehen ist, und ich verfasste auf seine Anregung hin einen Beweis für 
diese Formel, dessen Gang auch die Zustimmung meines Lehrers fand. Zu einer Ver- 
werthung der erwähnten Formel gelangte ich aber damals nicht, einmal, weil eine Ver- 
schlimmerung in dem Befinden Riefnann's weitere Besprechungen unmöglich machte, 
dann aber auch, weil eingehendere auf die Charakteristiken der Thetareihen bezügliche 
Untersuchungen, deren vorherige Durchführung mir noth wendig erschien, mich ganz in. 
Anspruch nahmen. 

Zur Fortsetzung der damals begonnenen und dann unterbrochenen Unter- 
suchungen, zu deren Wiederaufnahme meine in der Zwischenzeit ausgeführten, auf 
anderen Gebieten sich bewegenden Arbeiten keinen Anlass boten, wurde ich durch 
einen Zufall veranlasst. Im Herbste des Jahres 1878 kam mir nämlich auf buchhänd- 
lerischem Wege eine Arbeit des Herrn Puchta^) zu, in der ein gewisses System von 
2** linearen, aus denselben 2" Variablen mit Hülfe der Coefficienten -|- 1 und — 1 ge- 
bildeten Formen (vgl. im Folgenden die Tabellen pag. 81) auftritt, welches mein 
Interesse insofern in Anspruch nahm, als in ihm das in der Riemann'scken Thetaformel 
vorkommende System der vier Formen w + t?+M? + ^, u-\-v — w — t, u — v-f-w; — ^, 
u — V — W'\'t als specieller Fall enthalten ist. Indem ich das Gesetz der Coefficienten 
dieses Systems in allgemeiner Gestalt zu gewinnen suchte, gelangte ich bald zu den 
Beziehungen, welche zwischen diesen Coefficienten und den 2" zur Zahl n gehörigen ein- 
reihigeii Charakteristiken bestehen. Dadurch angeregt nahm ich die Untersuchungen 
über die Riemann'sche Thetaformel wieder auf und erkannte, nachdem ich dieselbe in 
die allgemeinere Gestalt (12^) gebracht hatte, dass ein mit den erwähnten linearen 
Formen in directem Zusammenhange stehendes System linearer Gleichungen (System 
(S) auf Seite 84) existirt, das für die Untersuchung der zwischen den verschiedenen 
Thetafunctionen bestehenden Beziehungen insofern von fundamentaler Bedeutung ist. 



*) Puchta, Ein Determinantensatz und seine ümkehrung. Denkschrifben der math.-natarw. 
Classe der Wiener Akademie, Bd. XXXVin, 1878. 
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als es in gewissen aus ihm ableitbaren Gleichungen die Grundtypen für die Additions- 
theoreme der Thetafunctionen und f&r die damit zusammenhangenden allgemeinen 
Thetarelationen liefert. Die Resultate dieser und anderer damit in enger Beziehung 
stehender Untersuchungen habe ich in den nachstehenden fünf Arbeiten niedergelegt, 
und ich erlaube mir hier noch Folgendes über die einzelnen Arbeiten und' den Zu- 
sammenhang derselben mitzutheilen. 

Naturgemäss beschäftigt sich die erste Arbeit mit der Herstellung der Riemann- 
schen Thetaformel. Das hier zur Gewinnung derselben mitgetheilte Verfahren ist im 
wesentlichen mit dem in Pisa eingeschlagenen identisch. Dasselbe hätte unter An- 
wendung der in der zweiten Arbeit entwickelten Methoden leicht durch ein kürzeres ersetzt 
werden können; für die Beibehaltung des vorliegenden war der Umstand entscheidend, 
dass dasselbe in den wesentlichen Punkten die Zustimmung Riefftann's erhalten hatte, 
und weiter auch noch der, dass das im Anfange der Arbeit, in Art. 2, dargelegte Prin- 
cip der Zerlegung einer periodischen Function von Biemann herrührt und von ihm - 
schon in den Vorlesungen des Wintersemesters 1861/62 als ein für die Theorie der Theta- 
functionen fundamentales bezeichnet wurde. Handelt es sich nur darum, die Formel 
(12) überhaupt zu erhalten, so führt, wie ich in einer im Journal von Grelle demnächst 
erscheinenden Abhandlung zeigen werde, ein ungemein einfacher Weg zu diesem Ziele. 
Der in Art. 3 gelieferte Beweis für die Linearunabhängigkeit der 2^^ Thetafunctionen 
kann, ebenso wie der in Art. 3 der zweiten Arbeit enthaltene, auf Grund der im An- 
fange der fünften Arbeit durchgeführten Untersuchungen, durch einen eleganteren er- 
setzt werden. Die auf Seit« 20 stehende Betrachtung, sowie einzelne Zusätze sind erst 
jetzt bei der Ausarbeitung hinzugekommen. 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass Herr Froheniiis in seinen schönen Unter- 
suchungen über das Additionstheorem der Thetafunctionen*) auf einem von dem hier 
eingeschlagenen ganz verschiedenen Wege zu einer Formel gelangt ist, die ohne Mühe 
in die Biemann'Qche Thetaformel übergeführt werden kann. Da aber die Formel des 
Herrn Fröbenitis in dessen Theorie einen mehr secundären Charakter hat, und die 
Methoden, die zu ihr führen, das innere Wesen dieser Formel nicht erkennen lassen, 
auch die Form derselben nicht die charakteristische ist, wie die der Riemafm' sehen, so 
wird es wohl keiner weiteren Brechtfertigung mehr bedürfen, dass ich der Formel (12) 
den Namen der Rieniann' seilen Thetaformel beigele^ habe. 

Der Einblick in die wahre Natur dieser Formel wird aber erst erhalten, wenn 
man das der Formel zu Grunde liegende System der vier Formen u -^ v -{- w -^ t, 
u-\-v — w — t, u — v-\-tv — t, u — V — «7 + ^ als besonderen Fall eines allgemeineren 
Systems linearer Formen auffasst. Dieses allgemeinere System liegt den Untersuchungen 
der zweiten Arbeit zu Grunde, die von mir im Jahre 1879 ausschliesslich zu dem 
Zwecke, die Natur der Formel nach jeder Richtung klar zu stellen, begonnen wurden. 
Durch sie verliert die Riemann'sche Thetaformel die isolirte Stellung, die sie bis dahin 
inne hatte, und erscheint als ein einzelnes Individuum in einer Gesammtheit ähnlicher 
Formeln, die auch für weitere Untersuchungen verwendbar sein dürften. 

Handelt es sich nun um die Yerwerthung der Riemann' sehen Thetaformel^ so 
bedarf man gewisser Sätze über Charakteristiken, die in der dritten und vierten Arbeit 
beigebracht sind. Die in der dritten Arbeit vorkommenden Sätze über die Zerlegung 



*) Frobenius, Üeber das Additionstheorem der Thetafanctionen mehrerer Variabeln. 
Crelle's Joarnal, Bd. 89, pag. 185. Die im Texte erwähnte Formel ist die Formel (6.), pag. 201. 
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einer Charakteristik in zwei andere wurden von Rieniann in den Vorlesungen des Sommer- 
semesters 1862, der Kürze der Zeit wegen ohne Beweis, mitgetheilt. Er erwähnte dabei, 
dass diese Sätze durch den Schluss von p auf j? + 1 bewiesen werden könnten; jedoch 
kann der so geführte Beweis wegen der dabei nothigen Unterscheidung verschiedener 
Fälle unter keinen Umständen als ein eleganter oder gar in das Wesen der Sache ein- 
dringender bezeichnet werden. Der von mir in der dritten Arbeit gegebene Beweis 
dürfte wohl der einfachste und natürlichste sein. 

Die vierte Arbeit beschäftigt sich speciell mit jenen merkwürdigen Systemen von 
2p •}- 1 und 2|) + 2 Charakteristiken, die in der Theorie der hyperelliptischen Inte- 
grale ihren Ursprung und bei den zu diesen Integralen gehörigen Thetafunctionen ihre 
erste Anwendung gefunden haben, die aber zugleich auch, wie bereits Biemann hervor- 
gehoben hat, die Hülfsmittel für die Behandlung gewisser auf die allgemeinen Theta- 
functionen bezüglicher Probleme liefern. Wie ich schon in meiner im Jahre 1866 er- 
schienenen Arbeit: „Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche" 
mitgetheilt habe, hat Riemannj sowohl in den Vorlesungen des Sommersemesters 1862, 
wie auch bei den Besprechungen, die ich mit ihm in Pisa hatte, seine auf diese Systeme 
bezügliche Theorie immer nur an einem speciellen Systeme entwickelt; es war dies ge- 
wöhnlich das folgende: 



[a»,_i] = [(2)'-> I (ly-^h fej - [(2)'-' : (.iy-% 



[ch^-i\-[(iy-'\] , [«»,] = [(2)"- • j] 

Die Sätze wurden in allen Fällen durch den Schluss von p auf p + 1 bewiesen, und 
aus dem Systeme [aj], [Og], . . ., [a2i>4-i] wurde dann unter Hinzunahme einer willkür- 
lichen Charakteristik [aj das mit ähnlichen Eigenschaften versehene allgemeinere System: 

[öl] = M + [ai], [ai] = [oo] + M, , [aip+i] = W *+ [««p+i], [«ip+J = K] 

abgeleitet. Wie ich aus gewissen Aeusserungen Riemann'^ schliessen zu müssen glaube, 
beabsichtigte derselbe, die Ausdehnung dieser Sätze auf alle den verschiedenen Zer- 
legungen der Fläche T entsprechenden Charakteristikensysteme mit Hülfe der Theorie 
der linearen Transformation zu bewirken. Mich dagegen forderte er während meiner 
Anwesenheit in Pisa auf, den Beweis dieser Sätze auf Grund seiner im Manu^cripte 
vorliegenden imd später im Journal von Crelle veröfifentjichten Untersuchungen über 
das Verschwinden der Thetafunctionen zu versuchen. Diesen Beweis habe ich geliefert 
und in meiner soeben erwähnten Arbeit mitgetheilt. Die in der vierten Arbeit ent- 
wickelte Charakteristikentheorie ist also ftir einen speciellen Fall schon von Riemann auf- 
gestellt worden; nur die in Art. 4 dieser Arbeit besprochene Beziehung (— 1) '^ " = — 1^ 
die zwischen je zwei Charakteristiken [a^], [aj eines Systems [%], [Og], -••; [^i>-f-i] 
der erwähnten Art besteht, hat derselbe mir gegenüber niemals erwähnt, und es 
bedarf daher die von Herrn H, Stahl*) in seiner Arbeit über Thetacharakteristiken 

*) Stahl, H., Beweis eines Satzes von Riemann über ^-Charakteristiken. Crelle's Journal, 
Bd. 88, pag. 276. 
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gemachte Angabe^ dass schon Riemann dieselbe aufgestellt habe, einer Berichtigung. 
Auf diese Beziehung zuerst aufmerksam gemacht zu haben, ist yielmehr das Verdienst 
des Herrn H, Stahl. Dass in dieser Relation das wahre Wesen der erwähnten Cha- 
rakteristikensysteme zu suchen ist, geht sowohl aus den auf diese Systeme bezüglichen, 
in oben citirter Arbeit enthaltenen Betrachtungen des Herrn Frcibenius, wie auch aus 
den von mir unter Benutzimg dieser Relation durchgeführten Untersuchungen unzweifel- 
haft hervor. 

Die Anfänge der fünften Arbeit stammen, wie schon erwähnt wurde, aus dem 
Jahre 1878, und es bildete speciell die Gewinnung der in Art 8 aufgestellten Funda- 
mentalformel (IT) von Anfang an das Hauptziel meiner Bestrebungen. Zu den Unter- 
suchungen des Art 7 dagegen wurde ich erst später, durch das Studium einer inzwischen 
erschienenen, auf Seite 110 citirten Arbeit des Herrn NötJier und der schon erwähnten Arbeit 
des Herrn Frdbenms^ veranlasst. In Folge der Untersuchungen der fünften Arbeit wird 
von jetzt an die Eieniann'sche Thetaformel als die eigentliche Fundamentalformel für die 
ganze hierhergehörige Theorie der Thetafimctionen angesehen werden müssen, und es 
ist damit zugleich die zur Herstellung der verschiedenen Thetarelationen bis jetzt aus- 
schliesslich benutzte Methode der unbestimmten Coefficienten, die immer etwas künst- 
liches hat und in den wenigsten f^ällen die wahre Natur der entstandenen Formel er- 
kennen lässt, als antiquirt zu betrachten und durch die hier gegebenen neuen, noch 
weiterer Ausbildung fähigen Methoden zu ersetzen, bei denen die ganze Untersuchung 
auf die Untersuchung eines Systems linearer Gleichungen reducirt ist. In welcher 
Weise die hier gegebenen Methoden zu verwenden sind, wird am besten durck die 
Behandlung eines speciellen Falles dargethan. Auf meine Anregung hin hat Herr 
Krazer, der als mein Schüler an den vorliegenden Untersuchungen regen Antheil ge- 
nommen, und dem ich an dieser Stelle für die mir dabei gewährte Unterstützung meinen 
besten Dank ausspreche, die Behandlung des Falles p = 2 nach den hier entwickelten 
Principien unternommen. Die betreffende, in demselben Verlage erschienene Arbeit 
schliesst sich unmittelbar an die vorliegende an und wird durch ihre sorgfaltige Aus- 
führung nicht verfehlen, das Interesse der Mathematiker wach zu rufen. 

Jede der fünf Arl^iten war zunächst als selbständiges Ganzes abgefasst worden; 
erst später entschloss ich mich, dieselben in der vorliegenden Reihenfolge zusammen- 
zufassen; dadurch erklärt sich die Wiederholung gewisser Betrachtungen, namentlich 
über Charakteristiken. Dass trotzdem ein inniger Zusammenhang zwischen den ein- 
zelnen Arbeiten besteht, wird der kundige Leser erkennen. 

Schliesslich ist es mir eine angenehme Pflicht, dem Herrn Verleger für die 
Bereitwilligkeit, mit der er auf meine Wünsche bezüglich der Ausstattung dieser Arbeit 
eingegangen ist, an dieser Stelle meinen besten Dank zu sagen. 

Würzburg, im September 1881. 

P, Prym. 



I. 



Die Riemann'sche Thetaformel, 



Pbtm, die Biemann'sche Thetaformel. 



•; ^ ? 



m V.* 



1. 

Die üiemann'scbe j)-fach unendliche '^-Reihe: 
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bei der die Grössen a^^« «= a^> nur den für die Convergenz der Reihe noth wendigen 
Bedingungen unterworfen sein sollen, stellt eine einwerthige und für endliche v auch 
immer stetige Function der complexen Veränderlichen Vijvgl ...|t;p dar, die den Glei- 
chungen: 

(1) '9"(vi ; . . . ' Vy + ^^ I • • • I *!p) = '^(^1 ["'\^*\"'\^p)f 
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(3) V ^ * 

Q a»(^? ^ I ■ . ■ ' t>) __ ^^»(t?, .•..\Vp) (», v = l,2,...,p) 

genügt. Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche v auch stetige Function 
der complexen Veränderlichen v^\v^'' ,.,\vp die Gleichungen (1), (2), so kann sie sich von 
der Function ^(t?i | Vg! ... I Vp) nur um einen von den v freien Factor unterscheiden; er- 
füllt sie ausserdem noch die Gleichungen (3), so ist dieser Factor auch von den Grossen 
a unabhängig. 

Die obige Function ist ein besonderer Fall der folgenden allgemeineren: 



^ap ^sap «.. V / e...v A«»^ 









miSK — 00 *»« sa ^ OD 



bei der die £, £ ganze Zahlen bezeichnen; sie entsteht aus dieser , wenn man ftir die 
£, d durchweg den Werth Null setzt, d. h. es ist: 



^I.''.o](^ll^2'---|^p) ~*(^ll^2 |---l^p)- 



Der Zusammenhang zwischen den beiden Functionen wird vermittelt durch die 
Gleichung: 

1* 
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Cv'.y(*'»i-i*'^> =*(*'> H-'j-j^«!/. +v«'i •••'''* + £ Y^p" +^''^) 






und es genügt die allgemeinere Function äbnlich wie die ursprüngliche den Gleichungen: 



(!') C'.r.:i^'frti-->'+'^^i-->i')=*[!v.''.?^>i---w-->')''''"*' 






(r = l, 2, ...,jt>) 



(3) ' (i',v'=l,2,...,p) 

a^;: ••• ^>. I . . . ! vp) a»*r;; -^^icr, 1 . . . • .p) 
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Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche v auch stetige Function der cöm- 
plexen Veränderlichen t;Jv2|...|vp die Gldchungen (l'J, (2')J so kann sie sich von der 

Function '9'| ! ' *f (vj \ • - *\ Vp) nur um einen von den v freien Factor unterscheiden; 

erfüllt sie ausserdem noch die Gleichungen (3'), so ist dieser Factor auch von den 
Grössen a unabhängig. 

Das Symbol ? "':^ 1 wird die Charakteristik der -ö'-Function genannt und soll, 

wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten, abgekürzt durch | .1, noch einfacher 

durch [a] bezeichnet werden. Femer möge es erlaubt sein, wenn die Ausdrücke für 
die Argumente einer ^-Function sich nur durch untere Indices unterscheiden, hinter dem 
Functionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck für die Argumente, mit Weglassung 

des Index, in doppelte Klammem eingeschlossen zu schreiben, also 'Ö-rJfr)) für 

^ r, (vj I V2 1 • • • i ^p)? "^^^ entsprechend ein Grössensystem v^ 1 1?2 1 . . . | Vp einfacher durch (v) 
zu bezeichnen. Bezeichnet man dann endlich noch das System: 

wobei unter den x, x ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit (v + '.''']), so er- 

geben sich aus den beiden für die Function -ö"!]. |((v)) oben aufgestellten Ausdrücken die 
folgenden Relationen: 
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(^) »[:](("+:-l))-c::]w« '■"■■■ 

(B.) »[;; -•■*'•■ ;f]w -»[;:■■■•; ■-;](.), 



(y = l, 2, ...,i») 






2:... 



• 

Die Gleichungen (Si), (B^) zeigen, dass^ wenn man von den constanten. Factoren -|- 1 

und — 1 absieht, im Ganzen nur 2*^ wesentlich verschiedene Functionen '9'r.1((t;J 

existiren, welche man erhält, indem man für die 2p Grossen £, s' auf alle möglichen 
Weisen die Zahlen und 1 setzt. Eine solche Charakteristik, in der nur die Zahlen 
und 1 vorkommen, soll eine Normalcharakteristik genannt werden. Die Formel (C) 

zeigt dann weiter, dass jede Function '^P. |((t^)) entweder eine gerade oder eine ungerade 

top ^ tsp 

Fimction ist, je nachdem Z ErBv"^ (mod.2) oder £ e^Sv^ 1 (mod. 2) ist. Setzt man 

in der Formel (Ä) allgemein Xy »= 2Ay, x\ = 2k\, indem man unter A, l' ganze Zahlen 
versteht, und wendet dann die Formeln {B) an, so erhält man die ebenfalls später 
zur Verwendung kommende Formel: 

welch' letztere als specielle Fälle die schon oben angeführten Formeln: 

(A) ^C'](^'i ; . . . j V,. + Äi ■ . . . I V;,) = -^[[.JCvi \..Ayy\,,,\vp)e *"'", 

(DJ "^C-JC^i + «iv I . . . ! t^p + öpv) == -^[[.JK \'''\Vp)e 

umfasst. 



tVy^ayy-\- »'y 7t l' 



2. 

Das zuerst von Jacobi*) in der Theorie der '9"-f\inctionen einer Variable und 
später von Herrn Bosenhain**) in der Theorie der -Ö'-Reihen von zwei Variablen ver- 
wandte System linearer Gleichungen: 



*) C. G. J, Jacohi'8 Gesammelte Werke. Berlin 1881, Reimer. Band I. pag. 603. 
**) Memoire snr les fonctions de deax variables et ä qnatre päriodes, qni sont las inverseB 
des fonctions nltra-elliptiqaes de la premiäre classe par M. George Bosenhain. Recneil des savants 
^trangers de Tacad^mie des sciences de Paris. Tome XI. 
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w-\-v-\-tP-\-t = 2«', 
u -^ V — w — ^ = 2v, 
u — V -{- w — t = 2w\ 
u — V — w •{- t '^2t' , 

ist dadurch ausgezeichnet^ dass eS; nach ti, Vj w, t als Unbekannten aufgelöst, das gleich- 
gebaute System: • 

u -f- V + «^' + ^' " 2w , 
w + v — tc — f =2Vj 
u — t?' + M?' — ^' «= 2w?, 
u — V — w + ^' *= 2^, 

ergibt; man kann daher in allen auf Grund dieses Systems abgeleiteten Resultaten, die 
u, Vf Wj t als unabhängige Veränderliche enthalten, w, v, w, t mit u, v, tv, t' beziehlich 
yertauschen. Systeme dieser Art können auch in der Theorie der allgemeinen 'd'-Reihen 
mit grossem Nutzen angewandt werden, wie die folgende Untersuchung zeigen wird. 

Man bilde, unter Uy, Vy, ttv, ty, (v «= 1, 2, . . .,p) unabhängige Veränderliche 
verstanden, p Systeme von je vier Gleichungen, das v^ von der Form: 

Uv + t\ + ^^v + ^r = 2n'v, 

Uy -{• Vr Wt f r = 2Vyj 

(Sy) , (V=l,2,...,p) 

Uy Vy -\- Wy f V = 2W y, 

\€y ^~~ Vy ""^ Wy ~f~ Ty *** ^Vyj 

% 

so erhält man aus diesen p Systemen, durch Auflosung eines jeden nach den in ihm 
vorkommenden Variablen w, v, Wy t als Unbekannten, p gleichgebaute Systeme, das v^ 
von der Form: 

Uy + Vy + Wy -f- t'y == 2Wy, 

Uy -}- Vy Wy t'y = 2Vy , 

(S'v) (.' = 1,2,...,^) 

Uy Vy -i- Wy t y '^ 2 Wy , 



Uy Vy W'y -j" t\ = 2 ty . 

"0" 



besitzenden <9--Func- 



Bildet man dann das Product von vier, dieselbe Characteristik 
tionen mit den Argumenten: 

(w + t' -j- M' + ^) , {U -{- V — W — t), (U V -{- W — t)^ (U — V — ^ + t) 

beziehlich, so kann man dieses Product, indem man zunächst von den Grössen v, w, t 
absieht, als Function der p Veränderlichen 2ui\2Ui\ . . .\2up betrachten und dem- 
entsprechend mit /*(2tii I 2u2 I . . . { 2up) bezeichnen, so dass also: 

(1) f{2Uißu^\.J^Up)=^U + V + W+t))^U + V--W-'t}^U — V'\-W — t))d{{^^ 
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ist. Die so definirte Function fi2u} ist dann eine einwerthige und für alle endlichen 
Werthe der u auch stetige Function der complexen Variablen 2t«i | 2i«2 1 • • • I ^^pj ^^^ 

1) in Bezug auf jede Variable 2uy periodisch ist mit der Periode 2xij 

2) beim Uebergange von 

2% I 2^2 1 ... I 2tip in 2u^ + 2aiv jißMg + 2a2v| . . . 1 2up + 2apy 

den Factor e~^*'^~^^*^ erlangt^ 
oder die, was dasselbe sagt, den Gleichungen: 

1) f(2ui I ... I 2tir + 2^1 ! ... 1 2up) = f{2u^ I ... 1 2wr I ... I 2tip), 

2) jr(2ui + 2ai.l...|2w^+2a,0=/'(2wi|...|2wp)e"*''^~*"^* 

genügt. 

Ist /"(a;) eine in Bezug auf die Variable x mit der Periode 2ni periodische 
Function, so kann man dieselbe immer, unter Anwendung der Identität: 

n^) = 2 1 2 ' 

als Summe zweier anderer Functionen darstellen, von denen die erste, ^[f(x) + f(j^ + ^rt)], 
periodisch ist mit der Periode xij oder was dasselbe, bei Aenderung von x um xi den 
Factor + 1 erlangt, die zweite, ^[f(x) — /*(a? + ^i)], dagegen bei Aenderung von x 
um m den Factor — 1 erlangt. Unter Anwendung dieses Princips kann man die 
Function f{2ti^ I • • • I 2Up), indem man sie zunächst als Function von 2t«i betrachtet, 
als Summe zweier Functionen /i, f^ darstellen, von denen die erste, /i, bei Aenderung 
von 2 Ml um ni den Factor + 1, die zweite, /i, den Factor — 1 erlangt, während eine 
jede derselben in Bezug auf die noch übrigen Variablen 2t*2 | . . . | 2Mp periodisch ist 
mit der Periode 27ci, Einen jeden dieser beiden Summanden /*i, f^ kann man daher, 
indem man ihn als Function von 21^^ betrachtet, nach demselben Verfahren weiter zer- 
legen: /i in /i^i -j- /'i^g, f^ in f^^i + /2,2 5 jeden dieser neuen Summanden, indem man ihn 
als Function von 21(3 betrachtet, wieder in zwei Theile, und erhält auf diese Weise 
schliesslich die Function / dargestellt als eine Summe von 2^ anderen Functionen g>, 
die so beschaffen sind, dass sie bei Aenderung von 2uy um 9rt, welchen Werth auch 
V besitzen mag, jedesmal zur Hälfte den Factor -|- 1, zur andern Hälfte den Factor — 1 
annehmen, und es sind, wie man leicht einsieht, diese Functionen tp unabhängig von 
der für die successive Zerlegung eingehaltenen Reihenfolge der Variablen. Eine dieser 
Functionen (p ist also in Unterscheidung von den übrigen bestimmt durch die Be- 
dingung, dass sie bei Aenderung von 2ii^ um xi den Factor ( — !)•», bei Aenderung 
von 24*2 um ni den Factor (—1)*«, endlich bei Aenderung von 2up um Tci den Factor 

( — l)*p erlangt, wobei allgemein €v entweder den Werth oder den Werth 1 vertritt, 
während sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, zugleich mit allen übrigen Functionen 

(p bei Aenderung von 2wi | . . . | 2up um 2aiv | • • • ! 2apy den Factor e" ^^ ^^ erlangt; 
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in Folge dessen kann eine solche Function (p passend durch (p[Bi , . . ^pK^^x | .. • ! 2fip) 
bezeichnet werden, und man hat dann: 

0,1 

(2) /'(2wi ; . . . , 2up) = ^ 9>[«i . . . ep](2u^ I ... I 2up) , 



rj j . . • , 



wobei die Summation über alle 2^ Formen g) auszudehnen ist, die entstehen, indem 
man in [«i . . . Bp] für die e auf alle möglichen Weisen die Zahlen und 1 einführt. 
Die dem Falle p ^= 2 entsprechende Zerlegung: 

f{2u, ; 2n,) 

^ f(2u, I 2tt,) + f(2u, + ni i 2u,) + f{^u, \ 2k, + ni) + füiu, + ^t ! 2^» + ^0 | _ j-qq-j/q^ \2%u) 

■ /•(2Mt I gtfa) — /'(2tt, + »♦ i 2u,) + A2Ui I 2k^ + ?gt) — /•(2Ut + «*' ^^» + ^0 ) ^ gj pi Ql (2u 1 2ti ") 
. /•(2tf/2t4,)-/'(2«,+7rt 2«,)---A2tij2tt, +^i) + A2«t+«i|2tt, + ^r0 1 ..^^^.g^ , 2^ v 

möge das Gesagte yeranschaulichen. 

Die Function q)\B^, . . h^{2^h •••12%) genügt, wie soeben ausgeführt wurde, 
den folgenden Gleichungen: 



l)9>[£l...£p](2Mi|...|2M» + Äl!...|2%)«=9[£i...fp](2«li;...|2w»|... 2t(p)6* ', 

2)9[fi...fJ(2Mi+2aiJ...|2tip+2ap,)«=9[£i...£p](2Mi|...|2Mp>""®''^"'*^\ 

Durch Multiplication mit einer passend gewählten Exponentialgrösse kann dieselbe in 
eine Fxmction von 2u^\ , , ,\2up verwandelt werden, die bei einer Aenderung des 
Yariablensystems 2u^ | • • • | 2up um ein beliebiges System 2aiy\ . . ,\ 2apy ungeändert 
bleibt Zu dem Ende bezeichne man die bei unbedingt convergirender d-Reihe nicht 
verschwindende Determinante Z + a^^a^^, , ,app der -Ö'-Constanten a^ifj^' mit J, die ersten 
Unterdeterminanten derselben mit a^^; es ist dann wegen a,,^' = a^> auch a^^' 8=«^'^^ 
und es findet für je zwei Indices fi', v die Gleichung: 

/u=i ^ 1, wenn fi'==i/ 

statt. Setzt man dann: 

(3) 9)'[£i . . . 6j(2wi I ... I 2wp) = q>\ß^ . . . £p](2Mi | . . . | 2wp)^''' '*'*' " 

und berücksichtigt, dass: 
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ist, so sieht man sofort, dass die Function <p'[€i . . . £p](2tii | . . . | 2up) der üben ge- 
stellten Bedingung, bei Aenderung von 2x1^ | . . . | 2Up um 2aiv | . . . | 2aj^ ungeändert 
zu bleiben, genügt. Bei Aenderung von 2uv um 7ti erlangt sie dagegen eine Ex- 
ponentialgrösse als Factor. Ihr Verhalten wird characterisirt durch die beiden 
Gleichungen: 

(3) 

2) 9)'[ai...fp](2wi + 2aiy|...|2tfp+2ö5pv)==9>'[«i...fij9](2wJ...|2wp). 

Um im Folgenden die Untersuchung nicht zu unterbrechen, möge schon hier 
bemerkt werden, dass die Function: 

(p'[Bi...ep](2u^+ Z Q^'aif,'\.,.\2up+ 2] Qi^'apf,'), 

wobei die q ganze Zahlen bezeichnen, bei Aenderung von 2iiy um m denselben Factor 
erlangt, wie die Function q>'[si . . . «p](2wi | . • . | 2up). Man hat nämlich: 

9 [£i...£j(2wi+ £ Qu'aif^'\...\2uy + 7ti'{- 2J Qfi'ayft'\...\2up+ £ p^'öp^,') 

/ / ^^^ /"'=;> ."'=p 

= 9 [£i...aj(2wi+ Z Qfi'aif,'\...\2uy-\' Z p/o^^'l ...|2Mp+ 2; p^'a^^,') 



,«y7rt-^^ + 4/rt i^ ^fpi + 2Ä.' -27 9^' -T 



und da: 



«""«'»/"'«ft-^^» e*"^' = 1 



ist, so ergibt sich der hier auftretende Exponentialfactor gleich dem von der Function 

9)'[fii . . . ej (2Wi I . . . I 2t*p) erlangten. 

Die Function tplßy^ . . . £^{2u^ | . . . | 2tfp) kann man nun unter Berücksichtigung 
ihrer Periodicitätseigenschaften durch ein Verfahren, welches dem früher auf die 
Function f angewandten ganz analog ist, zunächst mit Bezug auf das Periodensystem 
2au I • - • I 2apv als Summe zweier Functionen mit denselben Variablen (2t^) darstellen, 
von denen die erste den Factor + 1, die zweite den Factor — 1 annimmt, wenn man 
das System 2u^\ , , ,\2up um das System aiv | . . . | Opr ändert. Diese Darstellung wird 
geliefert durch die identische Gleichung: 

Pbtm, dio Biemann^BOhe Thetftformel. 2 



9'[fi...£j(2wi|...|2tij,) = 
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+ 



9'[«i • • • «„]C^*^ !• • • I 2t*p) — V[e, . . .ep](2tti + aiy I . . . |2Up+ a^^) 



Einen jeden der beiden auf diese Weise entstandenen Summanden kann man weiter, indem 
man ein neues Periodensystem aiv' | . . . | cipv' wählt, ebenso in zwei Functionen zerlegen, 
Ton denen die erste bei Aenderung von '2mi | . . . | 2up um aiv' | . . . | Op^' den Factor + 1, 
die zweite den Factor — 1 erlangt. Fährt man mit dieser Zerlegung fort, bis sämmt- 
liehe p Periodensysteme der Function tp' erschöpft sind, so erhält man schliesslich die 
Function q)' dargestellt als eine Summe von 2^ anderen Functionen %, ^^^ ^^ beschaffen 
sind, dass sie bei Aenderung von 2ui\...\2up um aiv{...{apy, welchen Werth auch v 
besitzen mag, jedesmal zur Hälfte den Factor + 1 , zur andern Hälfte den Factor — 1 
annehmen, und es sind, wie man leicht einsieht, diese Functionen x unabhängig von 
der für die successive Zerlegung eingehaltenen Reihenfolge der Periodensysteme ai,.|...{a^y. 
Eine dieser Functionen % ist also in Unterscheidung von den übrigen bestimmt durch 
die Bedingung, dass sie bei Aenderung von 2^^ | • • • i ^^^p um ^n | . . . | api den Factor 
( — l)*'i, bei Aenderung um a^^^l - ' '\^p2 ^^n Factor ( — 1)*'», endlich bei Aenderung 
um «ip I . . . I ötfip den Factor ( — l)*'i» erlangt, wobei allgemein s\ entweder den Werth 
oder den Werth 1 hat, während sie, der oben gemachten Bemerkung entsprechend, 
zugleich mit allen übrigen Functionen % ^^^ Aenderung von 2uv um tci denselben 
Factor erlangt wie die ursprüngliche Function (p\ In Folge dessen kann eine solche 

Function x passend durch %T*! ''*f |(2i6i |... | 2wp) bezeichnet werden, wobei die Reihe 

€^...6p die Function q> markirt, aus der sie entstanden ist, die Reihe €\...ep die 
Factoren bestimmt, durch die sie sich von den übrigen aus derselben Quelle stammen- 
den Functionen % unterscheidet. Unter Einführung dieser Bezeichnung hat man dann: 

0,1 

(4) q>'[e, ,..8p] (2u, I ... I 2up) = ^ x\^:Z\^](2u, | . . . | 2t*^) , 

wobei die Summation über alle 2^ Formen % auszudehnen ist, die entstehen, indem 
man in | ! *fl für die b\,..., s'p auf alle möglichen Weisen die Zahlen und 1 

einsetzt. 

Die Function ;i;TV"'*f |(2i*i | . . . | 2up) genügt nach dem Obigen den beiden 
Gleichungen: 

tJlt ^^ -^ 



1) i\'\ • • • 'f l(2tt, |...|2«,+w-!. ..|2up)^;t'r' " ■ ■ 'f 1(2«. ;. • ^^^- ■ •'2«,)e'- "'- 7 '^^"'"^tr^ , 
(4') ' 

2) Cv.:!0(2«i+«i*i---i2«^+«.o=zt;:;:.;f ](2«ii...!2«p)e'>'" . 



(i=l,2,...,p) 



Setzt man daher: 
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und berücksichtigt, dass der Gleichung (3) zufolge: 



A*=P ^=ri» 



<)p[£i . . . £j(2w, I ... 1 2t*,) = <)p'[£i . . . fj (2w, I ... I 2w,)c~^i;i ,,'t i":^^'"'*^^" V) 

ist^ so ergibt sich aus der Gleichung (4), indem man linke und rechte Seite derselben 
mit der in den beiden letzten Gleichungen rechts vorkommenden Exponentialgrösse 
multiplicirt: 

0,1 

(6) <p[^i...^p](2uii...i2«,)=2zr;r*';f](2tiii...!2up)., 

und daher schliesslich, wenn man den gewonnenen Ausdruck für (p{B^...ep\{2u^\,,.\2u^ 
in die Gleichung (2) einführt: 

0,1 

(7) /'(2tij...|2wp)=2'z[;:;.::;f](2uj...:2tcp), 






wobei die Summation über alle 2*^ Formen % auszudehnen ist, die entstehen, indem 

man für die 2p Grossen b, b' auf alle möglichen Weisen die Zahlen und 1 einführt. 

Aus den Gleichungen (4'), (5) ergibt sich unmittelbar, dass die Function 

^ L' [^ (2wi I . . . ; 2mj9), die im übrigen ihrer Entstehung nach eine einwerthige und 

für endliche Werthe von u auch stetige Function der complexen Variablen 2wi|...|2wp 
ist, den Gleichungen: 

^)4lV.:y(2«,i...|2tt, + «ii...|2«,)=z[;;;;;y(2«j...|2u,|...|2upy'"^^ 

(v = l,8,...,p) 

2) «CV.-y^^«' + «1. i . . . |2«p+ap,) = z[;;;;:;f](2«i|...i2«,)e-*"'-«+'''"" 

genügt; denselben Gleichungen genügt aber auch die Function -ö-r;"*? l(2wi|...|2tfp), 

und es können daher, nach dem im Art. 1. Bemerkten, die beiden Functionen sich nur 
um einen von den sämmtlichen u freien Factor unterscheiden, d. h. man kann setzen: 

«D;.::^ (2«. i . .. 1 2«,) = 4:.v.::y ^[:: ;■ y (2«. 1 ... 1 2«,), 

wobei JE"!*! *f I eine von den Variablen w unabhängige Grösse bezeichnet, und erhält 

dann, wenn man diesen Ausdruck in die Gleichung (7) einführt und zugleich f aus (1) 
durch das 'd'-Product ersetzt, als vorläufiges Endresultat die Gleichung: 

2* 
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(8) »{u + v-\-w-]-t} »(u + v — w — t} »{u — v-\-w — t}iu — v — w + t} 



•i I . . . , c« 



1 1 



in welcher die £* ! ' f , die zwar nicht von den Variablen w, wohl aber von den Va- 
riablen t;, ««^, ^ abhängen^ als Functionen der letzteren noch zu bestimmen sind. 



3. 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (8) vorkommenden 2*^ Functionen' 
d'[s]{2u} sind linearunabhängig^ d. h. es besteht zwischen ihnen keine homogene 
lineare Relation mit in Bezug auf die u constanten Coefficienten. 

Das Gegentheil angenommen; sei: 

\^^[:'.-:::aC;.::aM-=o 



• U • • •> "jp 



eine solche^ für alle Werthe von u bestehende lineare Relation, bei der die L I ! ' ' ^f J von 
den u unabhängige Grössen bezeichnen^ die theilweise auch den Werth Null haben können. 
Lässt man dann das System (2u) in das System (2ti -j- 1 u' ); ^^^^ ^j ^' ga^ze Zahlen 
verstanden, übergehen, so entsteht aus der obigen Gleichung die neue: 



^iCv^yc^yc^'+i"!))-»- 



*i 1 •••»*! 



«1, 



p 



Berücksichtigt man jetzt, dass nach Formel (D) des Art. 1., wenn man darin (i;) durch 
(2w) ersetzt: 

m (2« + I ;t|)) = *WC2«|e "=' "'-^ "'-' "=' 

ist, so erhält man durch Combination dieser Gleichung mit der vorhergehenden, unter 
Fortlassung des allen Gliedern gemeinsamen Factors, die allgemeinere Relation: 

■ .-S'c-ir ^[:-:::y*[:-:::yw=o. 

•j I • • • » «jo '^ ^ 

Aus dieser Gleichung ergeben sich aber, indem iuan für die 2p Grössen A^,..., A^; 
A'j,...,^^ auf alle möglichen Weisen die Zahlen und 1 einführt, im Ganzen 2*^ ver- 
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schiedene Gleichungen; deren Zusammenbestellen das Verschwinden derjenigen Deter- 
minante nach sich ziehen würde, die als . allgemeines Glied die Exponentialgrosse 

(- ir' 

besitzt, und von der eine Horizontalreihe erhalten wird, indem man im allgemeinen Gliede 
bei festgehaltenen A, X' an Stelle des Systems der 2p Grossen €, e' nacheinander sämmt- 
liehe 2*^ Variationen der Elemente 0, 1 zur 2p^^ Classe mit Wiederholung in vorjier- 
bestimmter Reihenfolge treten lässt, eine Verticalreihe dagegen, indem man bei fest- 
gehaltenen £, e' an Stelle des Systems der 2jp Grössen X, l' dieselben Variationen treten 
lässt. ^ Nun hat aber die so gebildete Determinante z/ einen yon Null verschiedenen 
Werth, da man durch Multiplication von ^ mit sich selbst -^^ = n**, wo n = 2*^, erhält, 
und es kann folglich zwischen den 2^^ verschiedenen Functionen '&[£] ((2 t«)) keine homo- 
gene lineare Relation mit von u freien Goefficienten, die nicht sämmtlich Null sind, exi- 
stiren, oder, was dasselbe, die 2*^ verschiedenen Functionen '9'[£]((2w)) sind linearunabhängig. 

Nebenbei bemerkt folgt hieraus auch, dass die Grossen K\\ " ' *f 1 eindeutig bestimmt sind. 

L* i • • • * p J 

Das auf der linken Seite der Gleichung (8) stehende -Ö'-Product ist eine sym- 
metrische Function von {u), (v), (w), (t) in dem Sinne, dass sein Werth nicht geändert 
wird, wenn man irgend zwei der vier Variablensysteme (w), (v), (w), {t) mit einander 
vertauscht. Es hat demnach als Function von (v), (w) oder (t) betrachtet genau die- 
selben Eigenschaften wie als Function von (u). Daraus folgt aber, dass das betreffende 
^-Product, welches nach (8) eine homogene lineare Function der 2^^ linearunabhängigen 
Functionen '^■[f] ((2 tt)) ist, zugleich auch eine ebensolche Function der 2*^ entsprechenden 
Grössen -^[f] ((2 4, der 2 »^ Grössen HM2^<^)), endlich der 22^Grössen a'[£]((20) beziehlich 
ist; es kann dasselbe daher, unter Berücksichtigung, dass zwischen je 2 ^-p Functionen 
^[E]f[2V}y (V) = {u)j {v)y (w)y (t) beziehlich, keine lineare Relation besteht, auch (m), 
(v), (tv), (t) vollständig unabhängige Variablen sind, immer und nur auf eine Weise in 
die Form gebracht werden: 

(9) d'iu + V'\-W + t} ^{U -i-V — W — t} ^(('W — v + w — t} d'f[u —v — w + t} 

= 2Q.i,iai.i,m^H((24^ra((24^M([2e^))^[^]((20), 
(«Mahl, 1^1 

wobei die Grössen C von allen Variablen (m), (v), (w), (t) vollständig freie, ihrem 
Werthe nach noch zu bestimmende Constanten bezeichnen, und die Summation über 
alle Terme zu erstrecken ist, die aus dem allgemeinen Gliede entstehen, indem man 
die vier Charakteristiken [«], [g], [rf], [d] unabhängig von einander die Reihe der 2*^ 
Normalcharakteristiken durchlaufen lässt. 

4 
Zur Bestimmung der 2®^ Constanten C lasse man in der Gleichung (9) die 
irgend einem Index v entsprechenden beiden Variablen u^fVy um — zunehmen. Da- 
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durch wird die linke Seite der Gleichung nicht geändert; das allgemeine Glied der 
rechten Seite dagegen erlangt den Factor ( — l)'»+^i', der den Werth — 1 oder + 1 
hat; je nachdem Syy tv yerschieden oder nicht verschieden sind. Addirt man die so ent- 
standene Gleichung zu der ursprünglichen und dividirt das gewonnene Resultat durch 
2y so erhält man eine neue Formel, die sich von (9) nur dadurch unterscheidet, dass 
auf der rechten Seite alle diejenigen Glieder fehlen, bei denen nicht ^y »= Sv ist. Da 
aber zwischen den in der Gleichung (9) rechts vorkommenden 2*'''9'-Producten keine 
lineare Relation besteht,- so können in ihr nur Glieder ausfallen, wenn das zugehörige 
C den Werth Null besitzt; es ist daher C[si[^\^[t,]^[^] immer Null, wenn nicht 5» = «» 
ist. Da hierbei f&r v jede Zahl aus der Reihe 1,2, . . ., p gesetzt werden darf, so folgt 
unmittelbar, dass alle Grössen C Null sind, bei denen nicht gleichzeitig Si'^^^n £3"^^27 
. • V tp'^ ^p ^^^ ^^^ dieselbe Weise zeigt man, indem man gleichzeitig tiy und w,, um 



«» .. 



— ändert und v die Zahlen 1, 2, . . ., p durchlaufen lässt, dass auch alle Coefficienten 
C Null sind, bei denen nicht gleichzeitig Vi'^ h}V2 ^^ h> • "7 ^i» = ^j» ist, und endlich, 

■ 

indem man u, und t^ gleichzeitig um ^ ändert, dass auch alle C Null sind, bei denen 
nicht gleichzeitig -Ö*! «== ^i, 'ö'^ = €2, . . ., d'p = £p ist 

Aendert man weiter in der Gleichung (9) Wi|...|Mp um -^|-..|-^, Vi|---|vp 
ebenfalls um -y^ | ... j -|^, unter v irgend eine der Zahlen 1, 2, . . ., p verstanden5 so er- 
langt dadurch die linke Seite den Factor e""*^"*"^*'"^"^"»»', das allgemeine Glied der 
rechten Seite dagegen den Factor ^-*<"* + *'.')-»«f^ + (*'v + CV)^t Dividirt man dann links 

und rechts durch e^^ ^^"^^^ ''^^ , so erscheint die ursprüngliche linke Seite wieder, 
während das allgemeine Glied der rechten Seite den Factor ( — i)*i'+^V erlangt hat, der 
den Werth — 1 oder + 1 besitzt, je nachdem s\, ^^ verschieden oder nicht verschieden 
sind. Addirt man die so entstandene Gleichung zu der ursprünglichen und dividirt das 
gewonnene Resultat durch 2, so erhält man eine neue Formel, welche sich von (9) nur 
dadurch unterscheidet, dass auf der rechten Seite alle diejenigen Glieder fehlen, bei 
denen nicht g^y = €\ ist. Daraus folgt aber, unter Wiederholung der schon oben an- 
gewandten Schlussweise, dass alle Coefficienten 0[ei,[^i,[',;],[^i Null sind, bei denen nicht 
g'y = Sv ist. Da hierbei für v jede Zahl aus der Reihe 1, 2, . . .,2> gesetzt werden darf, 
so ergibt sich unmittelbar, dass alle Grössen C Null sind, bei denen nicht gleichzeitig 
S'i = *'i } ^'2*= ^'2 9 tp = ^'p ist, und weiter, indem man in dem obigen Raisonnement 
(w) und (t) nach einander an Stelle von (v) treten lässt, dass auch alle diejenigen 
Constanten C den Werth Null haben, bei denen nicht gleichzeitig i^\ = e\, 7i\ = «'g, 

. . •, Vp^^^p '^^ '^i'^^^i; ^2'^^^2; •••? ^ p '^^ ^ p ist. 

Verbindet man die beiden gewonnenen Resultate, so erkennt man, dass in der 
Gleichung (9) alle Coefficienten C den Werth Null haben, bei denen nicht [g] = [«], 
[rß =s [e], [^] = [«] ist, und es nimmt daher, wenn man in neuer Bezeichnung: 



t'l.).(.),KW=C[,.____/J 
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setzt, die Formel (9) die einfachere Gestalt an: 

(10) »{u + v + w + t} »{u + v — w — t} »iu — v + w — t} »iu — V — w -\- 1} 

=24!'/"'i- ]*WC2«D *WC2t;| *WC2«;| *WC2<)), 
w * 

wobei die Summation über alle Tenne zu erstrecken ist, die aus dem allgemeinen Gliede 
entstehen^ indem man an Stelle Ton [e] der Reihe nach sämmtliche 2^^ Normalcharakteri- 
stiken treten lässt. 

Um die noch übrigen 2^^ Constanten C zu bestimmen^ bemerke man zunächst, 
dass; wie aus den Formeln (JS^), (JBg) des Art. 1. hervorgeht, das allgemeine Glied der 
rechten Seite der Gleichung (10) keine Aenderung erfährt, wenn man darin die irgend 
einem Index v entsprechende Grösse Sy allenthalben durch €v + 2A,,, oder die Grösse 
€\ durch e'v + 2k\ ersetzt, unter Ay, X\ beliebige positive ganze Zahlen verstanden, 
vorausgesetzt nur, dass man gleichzeitig die in Folge dessen neu auftretenden Grössen 
C durch die Gleichungen: 

^ j «1 . . . *y + 8 Xj, . . . «p j ^^^ /T^l ** ' * * *V ' ■ ' *JI* I /^ I '* " ' * *•' ' ' ' *P I _^ /^i * ••••»» ■ * ■ *J? I 

bestimmt. 

Aendert man nun jede der vier, irgend einem Index v entsprechenden Grössen 

Uy, Vy, Wyy tr um -j-, so erfahrt dadurch die linke Seite der Gleichung (10) keine 

Aenderung, auf der rechten Seite dagegen geht, weil nach Formel (Ä) des Art. 1.: 

ist, wobei für (F) der Reihe nach (w), (v), (w;), (f) zu setzen ist, das ^-Product des all- 
gemeinen Gliedes in ein anderes über, bei dem f'y + 1 an Stelle von s\ getreten ist, 
während die zugehörige Gonstante C sich nicht ändert. Berücksichtigt man noch, 
dass die Formel (10) richtig bleibt, wenn man im allgemeinen* Gliede der rechts 
stehenden Summe €\ allenthalben durch e'y -|~ ^ ersetzt, da hierduirch (weil das all- 
gemeiue Glied, wie oben bemerkt, in Bezug auf s\ periodisch ist mit der Periode 2) 
nur eine Umstellung der Summanden, also keine Aenderung des Werthes der Summe 
stattfindet, so erhält man für die linke Seite der Gleichung (10) den zweifachen Ausdruck: 

d-([u -{-v + w + t} d-^u + V — M? — ^({^* — v + w — t} ^{u — v — w + t} 

und es ergibt sich daraus, da die 2^^ 'd'-Producte linearunabhängig sind, auch unter v 
eine beliebige Zahl aus der Reihe 1, 2, . .., ^ verstanden wurde, allgemein: 
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c\'y .'1 •••*f1 = cr';''r"'f1. (»-1,2....,^) 



Lässt man weiter ein jedes der vier Systeme u^\.,.\upf Vj^\.,,\Vpj iOi\..,\Wpy 

ti\...\tp um das System -^ * * • -v^ zunehmen, so erfahren dadurch die Argumente der 

zweiten, dritten und vierten auf der linken Seite der Gleichung (10) stehenden 
^-Function keine Aenderung, während die Argumente der ersten in Mi + t?i + «?i 
+ ^1 + Äiv [ . . . I Wp + ^p + ^j» + ^/> + öpv übergehen, wodurch die linke Seite den 
Factor c-»t"i'+^i'+«'i'+'''^-^'' erlangt. Auf der rechten Seite dagegen geht, weil nach 
Formel (Ä) des Art. 1.: 



-»y.—r-T'* 



ist, wobei für (F) der Reihe nach (u), (v), (w), (t) zu setzen ist, das allgemeine Glied 
über in: 



^[:-:::.V.::X]^D.:::t':::X]w C/./.t'::.:*'))^' 



— 2(«y4-Py4.Wy4-r„)--a 



vv 



Dividirt man linke und rechte Seite der neu entstandenen Gleichung durch 
^— 2(tfy4-t>y+wy+<y)— a^y^ g^ erhält man eine neue Gleichung, welche sich von (10) nur 
dadurch unterscheidet, dass rechts das 'd'-Product des allgemeinen Gliedes in ein anderes 
übergegangen, bei dem «^ + 1 an Stelle von s^ getreten ist, während die zugehörige 
Gonstante C sich nicht geändert hat. Berücksichtigt man noch, dass die Formel (10) 
richtig bleibt, wenn man im allgemeinen Gliede der rechtsstehenden Summe e^ allent- 
halben durch f V + 1 ersetzt, da hierdurch (weil das allgemeine Glied, wie oben be- 
merkt, in Bezug auf £» periodisch ist mit der Periode 2) nur eine Umstellung der 
Summanden, also keine Aenderung des Werthes der Summe stattfindet, so erhält man 
für die linke Seite der Gleichung (10) den zweifachen Ausdruck: 



^{U + V + W + t)) d't[u + V — W — t} d'i[u — V + IV — t} d'{{tl — V — W + t} 

Ul U* l • • • " V • • ■ • J} -J l_«l''' «V ' ' ' ' p. 



und es ergibt sich daraus, da die 2^^ -©"-Producte linearunabhängig sind, auch unter v 
eine beliebige Zahl aus der Reihe 1,2, ...,|) verstanden wurde, allgemein: 

L* 1 ...«,....* -j J L* 1 • ■ • * V • • • * j9 J 



(»-=1,2,...,^) 

■ IC < c ■ 

p 



Die beiden, auf diese Weise für die C gefundenen Gleichungen zeigen, dass 
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eine beliebige Constante Cyl *f 1 ibren Werth nicht ändert^ wenn man darin für alle 
€, s'y die den Werth 1 haben, den Werth einführt Man hat demnach allgemein: 

fif'i • . . »r • • • «p 1 pf^ . . . . . . 0"| 

^L*'i ...«',... »pj Lo . . . . . . oj » 

und es sind daher die sämmtlichen 2^^ Constanten C einander gleich. Bezeichnet man 
ihren gemeinsamen Werth mit Ä^ so entsteht aus der Formel (10) die einfachere: 

(11) f^iu + v + t€ + t}^f[u + t; — m; — t}»iu — v + to — t}^lH — v — w + t} 

in der nur noch eine Grösse^ A, bestimmt werden muss, die zwar in Bezug auf die 
Variablen (w), (v), (w), {t) constant ist, möglicherweise aber von den '^'-Modulen a^/ 
abhängig sein könnte. 



o. 

Zum Zwecke der Bestimmung der Constante A soll zunächst aus der letzten 
Formel eine allgemeinere abgeleitet werden. Der kürzeren Schreibweise wegen führe 
man vermittelst der Gleichungen {S) des Art. 2. in die linke Seite der Gleichung (11) 
die Grössen (2u), (2v ), {2t€'\ (2f) ein, so dass sie die Gestalt annimmt: 

(11') ^i2u}H2v}»i2w}H^(}=^A2^[B\i2u}%[B]{^^^ 

Lässt man dann in dieser Formel überall das System (u) in das System ( u -f- rj) 

übergehen, unter 17, r{ beliebige ganze Zahlen verstanden, und berücksichtigt, dass 
dadurch auf der linken Seite der Gleichung (11') die Systeme: 

(2«'), (2«-), (2«»'), (20 in (2«'+ |j|), (2« + | Jj), (2«;'+ | j|), [2t' + |j,|) 

beziehlich übergehen, während auf der rechten Seite nur das System (2w) in (2w+L^J) 

sich verwandelt, die Systeme (2t;), (2t«;), (2^) dagegen, als von den u vollständig un- 
abhängig, ungeändert bleiben, so entsteht aus (11') die Gleichung: 

' »({2«' + 1 ;-l))*((2»' + 1 ",¥¥'■'+ 1 "M^'' + 1 JIJ 

- ^ 2'»W(2«+ |1J||»W(2<')»[«M2«')»WJ2'). 

« 

aus der dann, indem man auf die linke Seite derselben die Formel {A)y auf die rechte 
die Formel (D) des Art 1. anwendet und dann die den beiden Seiten gemeinsamen 
Exponentialfactoren durch Division entfernt, die gewünschte allgemeinere Formel: 

Pbtii, die Biemann*aohe Tbetaformel. 3 
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(11") *MC2«'))*[ij]li[2«l»[i}]((2«;'))*[ij]((20 



= ^^(. 






erhalten wird, die jetzt weiter verwandt werden soll. 

Wie zu Anfang des Ari 2. erwähnt wurde, kann man in allen Gleichungen, 
in denen (u), (v), (w), (t) als unabhängige Variablen auftreten, unbeschadet der Rich- 
tigkeit, die Systeme (m), (v), (w), (t) mit den Systemen (w), (v), (w;'), (f) beziehlich 
vertauschen. Ersetzt man in der Gleichung (1 T) die Summationsbuchstaben £, € durch 
71, ri und fahrt in der Formel (11") die genannte Vertauschung aus, so erhält man die 
beiden Gleichungen: 

*MC2«HMC2«KhJf2tc))»MC2<:i 

- A 2(- 1>"-' '""" '""" *WC2«l^WC2i;'))*[£]C2«>'))*M((2<')), 

[•1 

und aus ihnen, indem man das auf der rechten Seite der ersten Gleichung stehende 

-»•-Product '^[i?]((2iO)'^[^]((2f))^M((2w:))'^[^]((20) <^urch den ihm gleichen, die rechte 
Seite der zweiten Gleichung bildenden Ausdruck ersetzt, schliesslich die Formel: 

die sich, nach Vertauschung der Summationsordnung auf der rechten Seite, auch fol- 
gendermassen schreiben lässt: 



^2u}H2v}»i2w}^2q) 



Ä' ^^W((2w'))^ W((2t;'))^M((2t.;ldM((20)(2^(- 1) 
Man setze nun zur Abkürzung: 









fi^p 

9'[:;;.::X]=2^(-i)-- 



und berücksichtige, dass die Summation über alle Terme zu erstrecken ist, die aus dem 
allgemeinen Gliede entstehen, indem man jeden der 2p Summationsbuchstaben rj, r{ 
unabhängig von den anderen den Werth und 1 annehmen lässt. Aendert man 
einen dieser Summationsbuchstaben, z. B. riv oder ifi\ um 1, ersetzt also im allgemeinen 
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Gliede der Summe i^y durch ly^ + 1, beziehlich r(y durch 7i\ + 1, so wird dadurch nur 
die Anordnung der Summanden geändert, also der Werth der Summe selbst in keiner 
Weise alterirt; anderseits erlangt das allgemeine Glied der Summe bei Aenderung von 

rir um 1 den Factor ( — 1)*", bei Aenderung von ij'v um 1 den Factor ( — l)***, der, 
da er von den Summationsbuchstaben iy, ri unabhängig ist, von der ganzen Summe 
angenommen wird. Es bestehen daher die Gleichungen: 

'^[:v;;.y=(-i)'''^[:v;.;y'''[:v.:y=(-i)'''4:'V.".:y' ^'-'•^•••-> 

aus denen folgt, dass der Ausdruck (p immer den Werth Null besitzt, wenn auch nur 
eine der 2p Grössen «, b, von denen jede nur oder 1 sein kann, den Werth 1 be- 
sitzt. Da ferner der mit (p bezeichnete Ausdruck unmittelbar den Werth 2*^ liefert, 
wenn alle a, a Null sind, so reducirt sich die rechte Seite der letzten die Grösse J.*- ent- 
haltenden Gleichung auf das eine Glied: A^. 2»^^[0]((2w'))^[0]((2v))'^[0]((2w;'])^[0]{(2^'|, 
und es ergibt sich durch Vergleichung mit der linken Seite sofort: ^ 

ein Resultat, welches man auch unmittelbar aus der erwähnten Gleichung erhalten 
kann, wenn man nur berücksichtigt, dass die 2^^ in derselben vorkommenden O'-Pro- 
ducte linearunabhängig sind. 

Durch die bisherige Untersuchung ist die Grösse A bis auf das Vorzeichen 
bestimmt. Dieses Vorzeichen, welches nach dem am Schlüsse des Art. 4. Bemerkten, 
von den Variablen (w), (v), {yo)^ (t) unabhängig ist, könnte von den -O'-Modulen a^^' 
abhängen, in dem Sinne, dass, wenn 

A =. -- / («11, «12; • • '} ^pp) 

gesetzt wird, die Function f für gewisse Werthe der Grössen a^<^t' den Werth + 1? för 
andere den Werth — 1 besässe. Es soll jetzt bewiesen werden, dass die Function 
f auch von den Grössen ttf,^' unabhängig ist, also entweder allenthalben den Werth + 1, 
oder allenthalben den Werth — 1 besitzt. 

Der einfacheren Ausdrucksweise wegen soll die stetige Mannigfaltigkeit, welche 
von allen bei convergenter '9--Reihe zulässigen Werthen der a^^c' gebildet wird, als 
Raum 91 [a], und entsprechend ein System bestimmter Werthe der Grössen a^,^- als ein 
Punkt ä in diesem Räume aufgefasst werden. Denkt man sich dann irgend einen Punkt ä 
des Raumes 9fl[a] fixirt, so können, da eine '&•- Function nie für alle Werthe der Argu- 
mente verschwinden kann, zu den dadurch bestimmten Werthen der a^^i^i die Werthe von 
{u)y {v), {tv)y (f) stets so gewählt werden, dass die linke Seite der Gleichung (11') 
und folglich auch die auf der rechten Seite hinter A stehende Summe einen von Null 
verschiedenen endlichen Werth erhält. Da aber eine jede -ö-- Function eine stetige 
Function ihrer Modulen a««' ist, so kann man unter Festhaltung der für (ti), {v), (w), (if) 
gewählten Werthe zu dem Punkte ä ein ihn im Inneren enthaltendes Gebiet ®[ä], 

3* 
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dessen Begrenzungspunkte sämmtlich von ä endlich entfernt sind, bestimmen, der Art, 
dass, wenn der Punkt ä seine Lage in diesem Gebiete stetig ändert, die linke Seite 
der Formel (11') und also aueb die auf der rechten Seite hinter A stehende Summe, 
während sie sich mit der Lage von ä zugleich stetig ändern, niemals den Werth Null er- 
halten. Für den fixirten Punkt ä ist dann auch Ä eine stetige Function der Grossen 
a^^', da es mit Hülfe der Formel (IT) als Quotient zweier Functionen der a^^' dar- 
gestellt werden kann, von denen eine jede stetig ist für diesen Punkt und nach dem 
soeben Festgesetzten niemals in dem Gebiete ®[ä], also weder im Punkte ä selbst 
noch in dessen Umgebung, den Werth Null annimmt. Da aber der Punkt ik ein be- 
liebig gewählter Punkt des Raumes 9i[a] ist,, so folgt weiter, dass A und also auch 
f(aii,' - -fOpp) eine in dem ganzen Räume SR[a] stetige Function der Grossen a^^' ist, 
die dementsprechend entweder allenthalben in 9t [a] den Werth -j- 1, oder allenthalben 
den -Werth — l besitzen muss, sobald sie für irgend einen Punkt dieses Raumes den 
Werth + 1 , oder den Werth — 1 besitzt 

Um den von den Werthen der Modulen a^^', wie eben bewiesen, uhabhängigen 
Werth von A zu finden ^ setze man in der Formel (11') (te) = (v) = (w) = (t) = (0), 
ferner allgemein Uft/ = 0, wenn /x von /x' verschieden ist, und lasse die, in Folge der 
Convergenzbedinguugen immer negativen, reellen Theile der noch übrigen Modulen a^^, 
^22 9 • • •; ^pp unbegrenzt gegen — oo gehen. Unter dem Einflüsse dieses Aenderungs- 
processes convergirt dann irgend eine, einer geraden Charakteristik [e] entsprechende 
Grosse '^[«]|[0)) gegen die Grenze 0, wenn nicht f^ = £g = • • . = fp = ist, gegen die 
Grenze 1, wenn «j = 6^ = - • • = £,, = ist. Im ersten Falle convergirt nämlich jedes 
Glied der '9'[£]([0]) darstellenden Reihe gegen und folglich, da eine Potenzreihe vor- 
liegt, auch der Reihenwerth selbst gegen 0. Im zweiten Falle hat das den Werthen 
iu^ = Wj =»••• = mp = entsprechende Glied der Reihe den Werth 1, während alle 
übrigen Glieder ebenfalls gegen convergiren. Bei ungerader Charakteristik [e] besitzt 
dagegen, da dann '9'Wfv)) eine ungerade Function ist, '9'[£]((0)) immer den Werth 0. 
Unter den 2*' in der Formel (11') vorkommenden Charakteristiken [s] gibt es aber 2^, 
für welche tj «= fg *= ' " ' '^ ^p =^ ^ ist; es convergirt daher in Folge der beschriebenen 
Aenderungen der a^,^ die linke Seite der Gleichung (11') gegen 1, die auf der rechten 
Seite hinter A stehende Summe gegen 2^. Daraus folgt aber, dass A, als Quotient 
dieser gegen 1 und 2^ beziehlich cönvergirenden Grossen, einen positiven Werth 
besitzt, wenn die reellen Theile der a^^ hinreichend weit in's Negative geschoben 
werden, und es hat daher mit Rücksicht auf das vorher Bemerkte A für jedes System 
der a^^/ einen positiven Werth, oder, was dasselbe, es ist stets /"(a,!, . . ., üpp) 

- + 1. 

Führt man den für A gefundenen Werth in die Formel (11') ein, so erhält 
man die 

Bi6mann*sche Thetaformel: 

(12) 2P dC2ti'| ^([2t'')) H^w}H2Q = 2^ [6]([24 H^]i2v}»[a]i2w} ^MC2<]). 
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Lässt man in dieser Formel: 



(2«), (2tO, (2t.), (20 in (2« + |Jj.|), {2v + ,J.|), (2«; + !;,|), (2«- jj +' j) 

beziehlich übergeben^ anter \ri\, [q\^ [<y] beliebige Charakteristiken verstanden^ nnd be* 
rücksichtigty dass dadurch: 

(2.0, {2V'), (2«-'). (20 in (^u^^), (2.'+ |j+;,|), (2«.'+ ^ j!), [2t'+\lprV) 

beziehlich übergehen^ so erhält man unter Anwendung der Formeln (A) und (D) des 
Art. 1. die Formel: 

(12') 2P*[ij]p«l*[i, + Q\i2v'}t[n + *]C2«''))^[i?-(.-*]C20 



*[£]((2.<))d[f + Q\i2v}&[B + <y]((2«;|*[£-9-tf]C2<J, 



welche die Formel (12) selbst und auch die früher aufgestellte Formel (11") als spe- 
cielle Fälle enthält und zugleich die allgemeinste derartige Formel ist. 



n. 



Verallgemeinerung 
der Eieniann'schen Thetaformel 



1. 

Die Eiemann^Bche p-fach unendliche 'd'-Reihe: 

Uli B«^ OD fn_SB^W 

bei der die Grössen üf^^^' <= a^'^ nur den für die Gonvergeilz der Reihe nothwendigen 
Bedingungen unterworfen sein sollen, stellt eine einwerthige und für endliche i; auch 
immer stetige Function der complexen Veränderlichen t;J t;2 1 . . . { t^p dar, die den Glei- 
chungen: 

(1) ^(Vi I . . . 1 1?,. + «1 I . . . I V^) = -^(Vj I . . . I Vv I . . . I Vp) , 

(2) n^{v^ + «iv I Vg + Ojv I . . . I Vj, + apy) = %-{v^ I ^2 I • • • I t7p)e"-^^'-«»'r 

genügt Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche v auch stetige Function 
der complexen Veränderlichen t;^ ! t^i | • • • 1 1;^ die Gleichungen (1), (2), so kann sie sich 
von der Function -Ö^Cvi | Vj | . . . | t?p) nur um einen von den v freien Factor unterscheiden. 
Die obige Function ist ein besonderer Fall der folgenden allgemeineren: 



^G:::"*i---i^') 



sie entsteht aus dieser^ indem man für die willkürlichen Constanten g und h durch- 
weg den Werth Null- setzt, d. h. es ist: 

^[o! : :l]i^i i ^2 1 . . . hi>) = ^(^1 h2 1 • . • i ^>) . 

Die neue Function kann stets durch die ursprüngliche ausgedrückt werden mit Hülfe 
der Gleichung: 

r- -) t*^^P h^P 

^' = p t^'^P h^p 

X e 

Pbtx, die Biemann'tohe TheUfonnel. 4 
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und genügt ähnlich wie diese den Gleichungen: 

(!') *C:::l[^>ll•••l»»+«»l•••l''^)=4^■:;»p]^''l|•••|''''•••^*)^''"'■' 
(2') *C::::3(*i+«-i---i*'^+v)-=*C:::::yKi...i«pK^ 

Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche v auch stetige Function der com- 
plexen Veränderlichen ^i | t^g | • . • | t'p die Gleichungen (1'), (2'), so kann sie sich von 

der Function 'ö'L ?l(^i I • • • I ^p) ^^' ^™ einen von den v freien Factor unter- 

L«i • • • ^ J 

scheiden. 

Das Symbol ]'"' l^\ wird die Charakteristik der «Ö'-Reihe genannt und soll, 

wenn ^dadurch kein Missverstandniss zu befürchten, abgekürzt durch F^l bezeichnet 

werden. Femer möge es erlaubt sein, wenn die Ausdrücke f&r die Argumente einer 
^-Function sich nur durch untere Indices unterscheiden, unter dem Fiinctionszeichen 
nur den allgemeinen Ausdruck für die Argumente mit Weglassung des Index, in 

doppelte Klammern eingeschlossen, zu schreiben, also ^KjCt;]) für 'Ö'fjlCt^i | Vgl- . . 1*5,), 

und entsprechend ein Grössensystem t^i | Vg | . . . | Vp einfacher durch (v) zu bezeichnen. 
Bezeichnet man dann endlich noch das System: 

wobei die g'^ V beliebige Constanten bezeichnen, symbolisch mit Iv + A), so ergeben 

sich aus den beiden, für die Function '^fnC^)) oben aufgestellten Ausdrücken die Re- 
lationen: 

w ^[::::''t"."aw=^C::::v::aW' 



V •••"jp- 



(»'=:1,2,...,1)> 



(^0 ^C:::::;]«-^J-C::::::::]w. 

die für beliebige g, Ä, g^^ K gelten. Sind dagegen die Grössen g, h' ganze Zahlen, so 
geht aus der Formel (-4) durch Anwendung der Relationen (B) die folgende einfachere 
Formel hervor: 
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welch' letztere als specielle Fälle die schon vorher erwähnten Formeln: 

(A) »[[](v,\...\v.+ «i\...\vp) = »[l]iv,\...\v.\...\v,)e"^'", 



(»sal,«, ...,p) 



(A) ^[l](^i + «iv I . . . hl) + v) = ^[I]K I • • • ki>)e ' 

umfasst. 



— 2«y — Oyy— 8ÄyÄi 



2. 

Die Function '9'[j]W ist selbst wieder nur ein specieller Fall einer allgemei- 
neren Function^ deren Ausdruck erhalten wird, indem man in der für '&[^1([v]| aufgestellten 
Reihe allgemein Vfi durch dt^, a^^«' durch da^^', A^ durch dA^ ersetzt, wobei d eine ganze, 
und zwar, weil im andern Falle die entstehende Reihe divergiren würde, eine positive 

ganze Zahl bezeichnen soll. Die so entstehende Function soll. mit '^af^lC^]) bezeichnet 
werden, sodass: 

tril ^ — 00 Wlp :^ — OD 

ist Man erkennt sofort, dass für Ä = 1 '9'd[jlff| in die Function •^f^lf«]) übergeht. 

Aus der die Function 'O'^r^lC^'l definirenden Reihe ergeben sich nun unter Ausführung 
einfacher Rechnungen unmittelbar die folgenden Relationen: 



Q V 



(v«l,2,...,p) 



(c) • *'[;::::::]«- "J-H:':::::::]«^ 

die für beliebige g, h, g, Ji gelten. Sind dagegen die Grossen g'y K ganze Zahlen, so 
geht aus der Formel {A) durch Anwendung der Relationen {B) die folgende einfachere 
Formel hervor: 

• 4* 
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(2))*,[j]((t;+|;,|))=#,[j]We "-»"'-^ "-^ . ''-^- 

welch' letztere als specielle Fälle die Formeln: 

ff 

(D,) »i [j] (»1 1 • • • 1 »V + «»■ I • • • I t)p) — «■^[j] (»1 I • • • I f» I • • • I Vf) e '''"', 

(v=t,S,...,^) 

(A) ** [J] K + «l^l • • • I t'p + «P») = **[J] K I • • • I «p) e-«'("»+-v')-^'»"" 

umfasst. Man kann bemerken^ dass die Formel (D) auch noch gilt^ wenn nur die g 
ganze Zahlen bezeichnen^ die h' dagegen Brüche mit dem Nenner d sind. Setzt man 
nun dem entsprechend allgemein g\^ gleich Null, für h'^ dagegen einen Bruch; dessen 
Nenner S^ dessen Zähler eine ganze Zahl Tc^^ ist; so erhält man die Formel: 

fi^p 

die übrigens auch leicl^ direct aus der die Function definirenden Reihe abgeleitet 
werden kann. 

Die Gleichungen (Dj), (D2) gehen in dem speciellen Falle tf = 1 in die Formeln 
(1'), (2') des Art. 1. über und bestimmen dann, wie schon früher erwähnt, in 
Verbindung mit den Bedingungen der Einwerthigkeit und Stetigkeit die Function 

-ö^i K I ([t'l = -9" K \i[v]j bis auf einen von den v freien Factor. Es drängt sich daher 

die Frage auf, ob auch im allgemeinen Falle, d. h. für *> 1, die Formeln (Di), (2)2) 
in Verbindung mit den Bedingungen der Einwerthigkeit und Stetigkeit die entsprechende 

Function 'ö'd 1^1 C^)) bis auf einen von den v freien Factor bestimmen, oder ob den- 
selben mehrere, nicht nur durch constaute Factoren unterschiedene Functionen der v 
genügen. Um in dieser Richtung volle Klarheit zu erhalten, stelle man sich die 
folgende Aufgabe: 

^5 soll die allgemeinste einwerthige und für endliche Werthe der Argumente auch 
immer stetige Function F{v^ I ^2 1 • * • I ^i») ^^ complexen Veränderlichen v^lv^] • - '\vp 
gefunden iverden, die für alle Werthe der v den Bedingungen: 

(1) F{v, \'-\v, + ni\'"\vp) = F{v,\'^'\v,\'''\vp) e^'^ ''\ 

(2) F{v, + ai, I . . . 1 1;^ + a^,) = F{v, | • • • 1 1;^) ,-<^(«^ + a,,)-2J^^.-^^''»'---^^ 

genügt 

Versteht man unter Fiy^^ I • • • ! Vp) ©ine den gestellten Bedingungen genügende 
Function und setzt dann: 

0{v^ I . . . I t|p) = F{y^ I • • • I ^i>) ^ ^^^ 

so ist 0{v]j ebenfalls eine allenthalben einwerthige und fär endliche v auch immer 
stetige Function der complexen Variablen (t?), die den Gleichungen: 



— ScT E V^v^ 
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(i) G(yi I • • • I Vy + Äi I • • • I Vp) = ö(t?i I • • • 1 1?,. 1 • • • I Vj,), 






genügt, und die zunächst in -Folge der Gleichungen (l) für alle endlichen Werthe der 
V darstellbar ist durch dieselbe nach den ganzen negativen und positiven Potenzen der 
Grössen ^^', e*% • • •, e^^p fortschreitende Reihe von der Form: 



ni^+co «p=+oo 2 2 n„9 






G(t;,|t;,r...|«,)=2 ... ^ ^...^ ,^« "-^ , 

wobei die Ä von den v unabhängige Constanten bedeuten. Führt man diese Reihe 

an Stelle von Gi^p^ in die Gleichung (2) ein, so verwandelt sich sowohl die linke, 
wie die rechte Seite derselben in eine nach den ganzen Potenzen von 6*'», c^% • • •, 6**p 
fortschreitende Reihe, und es ergibt sich, wenn man berücksichtigt, dass zwei solche 
Reihen nur dann für alle Werthe der v einander gleich sein können, wenn die Goef- 
ficienten gleich hoher Potenzen der genannten Grössen c**'*, e*'«, • • •, ^^p beiderseits 
dieselben sind, für die Constanten A zunächst die Beziehung: 



ni , . . . , »y -|- <J, . . . , «^ *~~ -^^ny , . . . , fty , 



-^« n.-X-S..... ».. ^n, , . . ..n«, ...,»« ß 



als noth wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Function Gi{v)j der Gleichung 

(2) genügt. 

Durch successive Vermehrung von riy um d, 2d, . . ., (Wy — - 1) d erhält man 
aus der vorstehenden Formel Wv — 1 weitere, die mit der ursprünglichen in passender 
Weise verbunden, die Gleichung: 

J _, jt =s A />/*'= 1 

ergeben, welch' letztere, da sie ihrer Entstehung nach für v = 1, 2, . . ., l? gilt, p ver- 
schiedene Gleichungen repräsentirt. Von diesen ausgehend kann iCuan ein System von 
Recursionsformeln aufstellen, aus dem sich als allgemeinste Beziehung zwischen den Ä 
die folgende ergibt: 

■"■nx H" »ij (J, Hj + m» (f, . . . , n«, -|- nipd 

yssap^sp Vsstp v'tsssp t »p 

Dieselbe, zunächst nur für positive ganze Zahlen m abgeleitet, bleibt auch noch für 
negative ganze Zahlen m bestehen; man erkennt dies unmittelbar, wenn man in der-^ 
selben allgemein an Stelle der, keiner Bedingung unterworfenen, ganzen Zahl Uy die 
Zahl fiv -— m^S setzt und die so entstehende Gleichung nach -än^— mid,n4-7ii,rf,...,«o— m^J 
auflöst. Ersetzt man noch in der letzten Formel den Buchstaben n durch den Buch- 
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Stäben r, so erhält man, nach passender Umformung der Exponentialgrösse, schliess* 

lieh die Formel: ^ 

A 

'II • • •» 'jp 

in welcher m^, . . ., w,; t-^, . . ., r^ beliebige ganze Zahlen vertreten. 

Man nehme nun die aus dem Früheren unmittelbar sich ergebende Gleichung: 

Wi^— 00 l|_a=:— OB 

und denke sich darin die ganzen Zahlen n^^ ng, . . ., n^ in die Form gebracht: 

wobei r^y r^; . . ., rp die kleinsten positiven Beste von n^, n^; . . ., tip in Bezug auf den 
Modul d bezeichnen sollen, die m also ganze Zahlen sind. Es wird dann allgemein n^ 
alle ganzzahligen Werthe von — cx> bis + oo, und 2war jeden nur einmal, annehmen, 
wenn man für Ty der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, . . ., d — 1 setzt und dabei jedes- 
mal f»v die Reihe der ganzen Zahlen von -— oo bis + oo durchlaufen lässt Auf diese 
Weise erhält man zunächst: 

^^7 '^ '^rr %v7 ^ l> + ^« + T^V 

Führt man hier auf der rechten Seite an Stelle yon Am^d-\-r^,...,m^iJtrp den vorher auf- 
gestellten, die Grösse Är,^...,rp enthaltenden Ausdruck ein, setzt zur Abkürzung: ' . 



und berücksichtigt, dass Gr^^..,^r^ von den Summationsbuchstaben m vollständig unab- 

hängig ist und demnach auch vor die betreffenden Summenzeichen gestellt werden 
darf, so folgt weiter: 

r,=sd — 1 r-^rf — 1 mi=4-co wipSSB-J-oo 

r^ =: r«eaO mj^— » m«^ — oo 

und schliesslich, indem man die zweite |>fache Summe durch eine ^<r-Function ersetzt: 
wobei die C, d^ an der Zahl, Constanten bezeichnen. 
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Eine jede der d^ auf der rechten Seite der letzten Gleichung yorkonunenden 
Functionen ^a ist, den Gleichungen (-Di); (^2) dieses Artikels zufolge, eine niemals 
versagende particuläre Lösung des für die Function F{v]j aufgestellten Systems von 
Diflferenzengleichungen (1), (2), und es wird daher der für die Function Fi[v} gefun- 
dene Ausdruck die gewünschte allgemeinste Lösung darstellen, wenn man unter den C 
willkürliche Constanten yerstehi Berücksichtigt man noch, dass zwischen den er- 
wähnten öP Functionen ^^y wie ein Blick auf die sie darstellenden Potenzreihen un- 
mittelbar zeigt, keine homogene lineare Relation mit in Bezug auf . die Grössen v 
Constanten CoefBcienten bestehen kann, diese Functionen also linearunabhängig sind, 
so folgt weiter, dass die Anzahl, d^, der in dem allgemeinsten Ausdrucke für F^v} 
vorkommenden willkürlichen Constanten sich niemals durch irgend eine Umformung 
des Ausdrucks auf eine geringere reduciren lässt. 

Aus den gefundenen Resultaten ergibt sich nun leicht der folgende be- 
kannte^) Satz: 

yfiezekhnet F^^v^i irgend eine einwerthige und für endliche v atuik stetige Function 
der complexen Veränderlichen Vi | . . . | Vp, die ßr aMe Werthe der v den Gleichungen: . 

(1) jPj(t;J . . . 1 1;, + ori I . . . I ti,) = Fsiv^ | . . . | Vv | . . . | v^,) ^^^y''*, 

(2) Fd(vi + ai. I . . . I Vp + Op,) = ^H^i I . . . I ^p) er^i^^v'ha^)-^dh,ni 

genügt, wobei d eine positive ganze Zahl, g, h beli^ige Constanten bedeuten^ bezeichnen 

femer Ff\v)jy i^^^ft-]), ..., F^ ((vjj) d^ andere ^ ebenfalls einwerthige und für endlidie v 

auch stetige Functionen der complexen Veränderlichen t\\ . . .\vp, die denselben Bedingungen 
(1) und (2) genügen und zudem linearundbhängig sind, so lässt sich aus diesen die ur- 
sprüngliche Function Fäi[v]j immer und nur auf eine Weise zusammensetzen in der Form: 

FAv} =. &^\if\v} + c'« if\v} + ... + c'"^ j-r' w, • 

wobei die C von v^l , . .\vp freie Grössen bezeichnen, die theilweise auch den Werth Null 
haben könnenJ^ 



3. 

Ersetzt man in dem Ausdrucke für d Lj ([v}y wo g\ K noch zu bestimmende 

Constanten bezeichnen, die Grössen v^\, , ,\vp durch die Grössen ^t;i | . . . | rvpj unter 
r eine positive ganze Zahl verstanden, so entsteht dadurch die einwerthige und fQr end- 
liche V auch stetige Function: 



*) Vergleiche: Thomae, Die allgemeine Transformation der d'-Fonctionen mit beliebig vielen 
Variabeln. Inang.-Diss. Göttingen 1864, pag. 10, nnd: Hertnite, Snr la th^orie de la transformation 
des fonctions Ab^liennes. Comptes rendus, tome XL, pag. 366 und 429. 
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der complezen Variablen v^ | • • • | t^p; die beim Uebergange: 

von Vi I ... I v,. I ... I t7p in v^] . . ,\vy -}- ni\ . . .\vp den Factor ^^^'i^ ^\ 

von t'i I • . . I Vp ^ t?i + Äiv I . . . I Vp + Opv den Factor e"';*^*''^^«^')-«'-*»' *< 

erlangt. Bestimmt man dann die Constanten g\y h\, für v ^^ 1, 2. * • • , p, in allge- 
meinster Weise so^ dass sie den Gleichungen: 

unter 9^, K willkürliche Constanten verstanden, genügen, und führt die auf diese Weise 
sich ergebenden Werthe: 

wobei a, ß beliebige ganze Zahlen vertreten, an Stelle von g\ h' in die Function 

^ Lä'J C**^! I • • • I ^^p) ®^> ^^ entsteht dadurch eine einwerthige und für endliche Werthe 
der V auch stetige Function: 



f(Vi \,..\Vp)=d' 



(rvi I ... I rvp), 



die für alle Werthe der v den Gleichungen: 

(1) f(vj^ \.,.\vr +m\...]Vp) = f(t\ ! . . . I Vv \'"\vp) e^'-^^y"', 



(2) 



fiv^ +a,y\...\vp + ap,) = f(v, \...\^p) ^'^(*^+«vv)-2rv.,«,- 



(r = 1, 2, . . . , p) 



genügt, und die demnach bei festgehaltenen Werthen der a und ß als eine specielle 
Function Fr*i[v} angesehen werden darf. Die ganzen Zahlen a, ß kann man sich dabei 
immer auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul > reducirt denken, da eine 
Vermehrung der a, ß um ganze Vielfache von r zu der obigen ^-Function in Gemäss- 
heit der Formeln (jBi), (^2) ^^^ ^^ !• ^^^ einen constanten Factor hinzufügen würde. 
Führt man nun mif Bücksicht auf das eben Bemerkte in dem obigen Ausdrucke für 
f{v} an Stelle der 2p Grossen a, ß auf alle möglichen Weisen die Zahlen 0, 1, 2, . . ., 
r — 1 ein, so erhält man im Ganzen r*^ verschiedene Functionen ^^^«((^1, und es würden 
dieselben nach dem im vorigen Artikel Gefundenen als ein voUsländiges System von 
particulären Lösungen der Differenzeugleichungen (1) und (2) des vorliegenden Artikels 
anzusehen sein, sobald nachgewiesen wäre, dass dieselben linearunabhängig sind, oder, 
was dasselbe, dass zwischen ihnen keine homogene lineare Relation mit constanten 
Coefficienten besteht. 

Das Gegentheil angenommen, sei: 



0, 1, ... , r — 1 

2 



Pn • • • » * 









irv}-0. 
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eine solche, für alle Werthe der v bestehende lineare Relation, bei der die L von den t; 
freie Constanten bezeichnen, die theilweise auch den Werth Null haben können. Setzt 
man dann hierin an Stelle des Systems: 



-"^^9. 



f*T.^9, 



Vi\...\Vp das System v^ + 27 -^ a^^ + -^ äi | . . . | v, + £ -^ Opu + -f xi, 

unter 9, ganze Zahlen verstanden, oder, was dasselbe, lässt das System: 

(rv) in das System (rv + r ) 

\ I ff 1/ 

übergehen, so entsteht aus der obigen Gleichung die neue: 



0, 1 , . . ■ , r — l 

Ofl ) • • •» flfjj 






(("+i:!i-°- 



Berücksichtigt man jetzt die aus Formel (2>) des Art 1. leicht herzustellende Gleichung: 



^ 






((-+l!l))=^ 



^^1 + 7»- •.»•^p+-7 
rÄ,+^ rhp+^JL 



irv} 



X e f 



— P ^* =P /'=P f'=P i / a \ / li \ \ 



/ri 



80 erhält man durch Combination dieser Gleichung mit der vorhergehenden, unter Fort- 
lassung des von den Summationsbuchstaben a, ß freien, allen Gliedern «gemeinsamen 
Factors: 






n 



.p u^p 

^1 = 1 /i = l 



die allgemeinere Relation: 



0, 1, .. ., r — 1 

.^■rf pi • • • • » Pj 



öf| » • • . I flfjj 
P\* • • • i fit 



l ''P 






i^' 27 (a« CT^ - /*« (V.) 

Crt;))e '' /* = ! =0. 



Aus dieser letzten Gleichung ergeben sich aber, indem man für die 2p Grossen 
^n • • • > Pp? ^ij • • • ; ^p *^f ßll© möglichen Weisen die Zahlen 0, 1, 2, . . . , r — 1 ein- 
fährt, im Ganzen r*^ verschiedene Gleichungen, deren Zusammenbestehen das Ver- 
schwinden derjenigen Determinante nach sich ziehen würde, die als allgemeines Glied 
die Exponentialgrösse: 






Pbtx, die Biemanu'sche TheUformel. 
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besitzt; und von der eine Horizontalreihe erhalten wird^ indem man im allgemeinen 
Gliede bei festgehaltenen q, 6 blü Stelle des Systems der 2p Grossen a, ß nach ein- 
ander sämmtliche r^^' Variationen der Elemente 0, 1, . . ., r — 1 zur 2j>**° Classe mit 
Wiederholung in vorherbestimmter Reihenfolge treten lässt^ eine Yerticalreihe dagegen^ 
indem man bei festgehaltenen a, ß an Stelle des Systems der 2p Grossen q^ 6 die- 
selben Variationen treten lässt. Nun hat aber die so gebildete Determinante jd einen 
von Null verschiedenen Werth^ da man durch Multiplication von jd mit sich selbst 
^ = N^j y^o N= r*^, erhält, und es kann folglich zwischen den f*^ hier betrachteten 
'O'-Fimctionen keine homogene lineare Relation mit constanten Coefficienten, die nicht 
sämmtlich Null sind, existiren, oder, was dasselbe, diese r^^ «^-Functionen sind linear 
unabhängig. 

Geht man jetzt auf den Satz am Ende des Art. 2. zurück und setzt darin an 
Stelle von d die Zahl r*, so kann man an Stelle der dann dort auftretenden r^^ Func- 
tionen F^Piv}, F^^^iv}, . . . , F^f^iv} mit Rücksicht auf das soeben Bewiesene die r«^ 
Functionen: 



^ 



rK+^ rhp+^^ 



V^JJ9 \^, /9p = 0, 1,..., r-l/ 



setzen und erhält dann den folgenden Satz: 

jyBezeiclinet i^r»((v]) irgend eine einwerthige und für ef^dlicJie v auch stetige Func- 
tion der complexen Veränderlichen v^] . , .\vp, die für edle Werth$ der v den Gleichungen: 



(1) 
(2) 



JV« (Vi I . . . I Vv + Ä^ I . . . I Vp) = Fr^ (V^\ . , .\Vr\. . .[ Vp) C^'^'^v''', 
Fr^ (V^ + aiy\ ...\Vp + üpy) = j;« (Vi t . . . I Vp) e-rH2v^-i-a,.^)-ir-h^7ti 



genügt y wobei reine positive ganze Zahl, g, h bdidnge Constanten bedeuten, so lässt sich 
die so definirte Function Fr'^^v} immer und nur auf eine Weise darstellen in der Form: 



0, 1, . . . , r~l 



Fr4v}=: 2 ^tzi^ 



" J » • • • f **p 
Pl > • • • » p« 



a. 



rÄx + ^ rhp+^^ 



(rv,\.,.\rvp), 



wobei die C von v^] . . .\vp freie Grössen bemchnefi, die theilweise auch den Werth Null 
haben können.'^ 



4. 

Es mögen c^, . . ., Ci«; . . .; Cni, . . ., Cnn n^ ganze Zahlen bezeichnen, die für 
jedes ^ und fi von 1 bis n den Bedingungen: 



Cf,iCi/it' -f- C^2C8;t' + h GfinC»^' = 



0, wenn (i ^ ^, 
r^, wenn fi = /w-. 



Cfifi' — Cfi'fi, 
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genügen, wobei r eine vorweg beliebig angenommene positive ganze Zahl sein soll. 
Setzt man dann, unter aK'>, aK*>, . . ., iv^"' n unabhängige Veränderliche verstanden: 

£a ^1) j_ fü -c(«) ^ f. fll a^«) = a;'(i) 

TT T 



"nl (1^ I "«2 



JL' aK« + -=? a;(») J (- Jü ^pW = a;'<«) , 

SO bilden diese n Gleichungen ein orthogonales involutorisches System. 

Man nehme jetzt pn unabhängige Veränderliche u und theile dieselben in p 
Gruppen zu je n ein; die Variablen der v*^ Gruppe sollen mit iji^\ u^^\ . . ., w^"^ be- 
zeichnet werden. Ersetzt man dann in dem aufgestellten Gleichungensysteme (8) die 
Grössen a^^^ x^^\ . . ., afi"^ durch die Variablen u!'^\ u^^\ . . ., u^^^ der v^ Gruppe, be- 
zeichnet entsprechend die Grössen, in die dann x^^\ x^^\ . . .,a;'^*^ übergehen, mit u^^\ 

ti^^\ . . ., u^^^ und multiplicirt linke und rechte Seiten der entstehenden Gleichungen mit r, 

so erhält man, indem man fUr v der Reihe nach die Zahlen 1, 2, . . ., jp setzt, p Systeme 
von je n Gleichungen, das v*® von der Form: 

(1) I (i) l I (») '(>) 



^^' + Cn2U^' + • • • + C^nU':' = r<"^ 



Jedes dieser j9 Systeme hat dann, weil es ein involutorisches ist, die Eigenschaft, dass 
es, nach den n speciell in ihm vorkommenden Grössen u als Unbekannten aufgelöst, 
ein gleichgebautes System ergibt. So folgt aus dem eben aufgestellten v*^ Systeme 
durch Auflösung das gleichgebaute System: 

'(1) I '(2) I I '(n) (1) 



und man kann daher in allen auf Grund dieses Systems abgeleiteten Resultaten, die 
die u als unabhängige Veränderliche enthalten, die Variablen u mit den Variablen 

6* 
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M beziehlich vertauschen. Ein jedes der p Systeme ist aber auch ein orthogonales, 
und es findet daher fär jedes v die Gleichung: 

statt. 

Man subßtituire jetzt in ^([v} fttr t?i | Vg | . . . | Vp die Grössen ru^^ \ ru^^^ | . . . | ru^^ 

und bezeichne, in Uebereinstimmung mit der früher eingeführten Symbolik, die so ent- 
stehende Function mit d'([ru^'^. Setzt man dann fiir ft der Reihe nach die Zahlen 
1, 2, . . ., w und bildet das Product der n so entstehenden Functionen: 

so kann man, wenn man berücksichtigt, dass, den aufgestellten Gleichungen zufolge, 
die Variablen u homogene lineare Functionen der unabhängigen Veränderlichen w sind, 

das erwähnte -Ö'-Product als Function der np Grössen w|;"\ fi == 1, 2, . . ., «; 1; = 1, 

2, . . ., |> betrachten und entsprechend mit F{u^p, . . ., w^^^l wf \ . . ., t/f^ | . . . | u^*\ . . ., t/"^) 
bezeichnen, so dass also: 

ist. Es ist dann F eine einwerthige und für endliche m auch stetige Function der 
sämmtlichen Variablen t/''^, von der weitere Eigenschaften jetzt ermittelt werden sollen. 
Lässt man das in F vorkommende System: 

«1"\ . . ., «!r^; • • •, "?^ übergehen in ii^l^\ . . ., ^('"^ + ni, . . ., af , 

so gehen dadurch, da nur die eine Variable u^' um %i vermehrt wird, alle übrigen 
np — 1 Grössen u dagegen keine Aenderung erfahren, die n Grössen: 

'(1) '(2) '(*») ••!. • '(1) I ^ • '(2) I • 'in) I 

ru ; yru\\., ., ru \ über m ruy -{- Ciu^ti, ruy + c«.«»«, "',ruy + c„.«ä j , 

während die übrigen (p — l)n Grössen ru nicht geändert werden. Da nun ein jeder 
der Coefficienten c eine ganze Zahl ist, eine Function ^(^i | . . . 1 1^») aber ihren Werth 
nicht ändert, wenn Vv in Vv + g^i übergeht, unter g eine ganze Zahl verstanden, so 

bleibt beim Uebergange von u^'^ in m^'^ + ä* der Werth einer jeden der n Functionen 

d'([ru^^^y . . ,, 'ö'^rw'^*))), mithin auch der Werth ihres mit F bezeichneten Productes 
ungeändert. 

Lässt man dagegen das in F vorkommende System: 

u^\ iif\ . . ., u^^ übergehen in wj"^ + a^-, n^^^ + 02,., . . ., u^^^ + ^pv » 

so geht dadurch, da nur die p Variablen u^!'\ u^\ . . ., m '"^ um au, Oivy - • .; «pv beziehlich 
vermehrt werden, die übrigen (n — l)j} Grössen u dagegen keine Aenderung erfahren: 



r 

I 
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'(1) '(1) '(1) jti_ • '(1) I 'fi) I '(1) I 

rii\ , ruy, ..., ruy über in ru\' + Cif,au, r^t^' + Ci^^o«,,, . . ., rM^'+ Ci^ap,,, 

f{2) f(2) fl2) ..1 • '(2) I /(2) I /(2) , 

ru j , rw g , . . ., rt* ^ ' über in ru\' + c^^cLiy^ ru ^ + Cs^Osv, . . ., ru ' ' + C2^apv , 



'(») 



'(») 



/(n) 



/(«) 



../(«) 



»v»; '(») 'ini ..•1 • 't»j I _ 'in> 1 /(«i I 



und entsprechend: 



^(i[^w'(i)| über in ^(ru['^ + Ci^au, . . ., rxif + Ci^a^,) = ^([ru'^iJle"''»/*''"'^'^"''/''''^ , 



^([rie'(2))) über in '^(rw'f^+ Cg^ai,, . . ., ru'^l^ + c^^a^;) = ^((rjt'^^O)^'"''*^'*"'^ -"'«/*"-", 



^CrH'(»)J) über in ^(rn^"^ + c^^ai,, . . ., rw'^"^ + c«,a^O = ^{rn^-^^e" ^V^-'l"^-^J,.«-^ 



also das Product: 



^{ru^^^} ^{ru^^^}...^{ru^^^ über in ^((rw'tD)) -^((ru'^«))) . . . d((rtt»]) c 



^„)^p-r»(2u|f^+a^^) 



da nach früher Bemerktem: 

'fl) I . .'(2) 



(1) 



'(2) 



'(«) 



.00 



^1« ^ • + ^,. w + . . . + c ir ' = c 'M ^ ' + c « M + • • • + c n ^ = rvr , 



und 



ist. 



2 



^1. + <^8« + • • • + <^nu = ^ 



2 



1/^ 



2^ 



n/i 



Aus der geführten Untersuchung folgt, dass die Function F den Differenzen- 
gleichungen: 



.(/') 



» 



.0") 



(1) F(.... ur,.vC+^*^..,o---o=n.-.<^..,<^..><i....), 



.(i") 



.(/') 



(2) n...hi'^+ax.;.., <^ + vi •••o=n...K^. .,<!.. .0^^^^^ 



genügt, die f&r |Lt = 1, 2, . . ., n; v =^ 1,2^ . . ., p gelten. Zur Abkürzung sind dabei 
unter dem Functionszeichen von den n, je p Glieder u enthaltenden, und durch Yertical- 
striche getrennten Systemen der np Variablen u die n — 1 Systeme unterdrückt, in 
welchen kein Glied eine Aenderung erfahrt. Wendet man nun den am Schlüsse des 
Art. 3. aufgestellten Satz an, nachdem man den sämmtlichen darin vorkommenden Con- 
stanten g^ h den Werth Null erthei]t hat, so ergibt sich zunächst, dass die Function 

F, als Function der p Variablen uJ"^ ^^^\ . . ., u^^ betrachtet, sich immer und nur auf 

eine Weise darstellen lässt in der Form: 
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(3) F( 



• > • • 



Gu) 



W^ ', . . ., Wp 



Cu)| 



• • • •) *^^ 



0,1, ..., r— 1 

2 



» 



,..., 



.(i") 



t 

P 



r»(^> 


Jf^^l 




*- 


. a 




1 


P 


^ 









rJ/") J/*)n 



r 



^ 



(/i) 



r 



Crw^^)]) , 



wobei die K von den j) Variablen wj"^ ; • . . , Wp*^ vollständig freie Grössen bezeichnen, 

die aber noch von den übrigen (w— 1)|>, von wj"\ ..., u^^ verschiedenen, Variablen 

u abhängen. 

Die Gleichung (3) zeigt, dass die Function F eine homogene lineare Function 
der r^^ linearunabhängigen Functionen: 



r^(M) jM)n 



d^ 



a 



n 



(^) M 



iru^)}, 




mit in Bezug auf (u^^) constanten Coefficienten ist. Da hierbei für /i jede der Zahlen 
1,2, ...,n gesetzt werden darf, so ist die Function F gleichzeitig eine homogene 
lineare Function: 



rA^) 



der r*^ Functionen 0^ 



S^)-^ 



der f^^ Functionen -ö* 



1 

" a 

r 


p 

r 


^1 

t 

r 


^ P 
r 


r 


P 

■ ■ 

r 


^T 


^P 



((r«(')|, 



"l •■••' 1)^ ^®' 1,.... »— 



,a) 



1 '• -'^p 



(1) 



0,1,... 



Cr«W|, 




X •••;•'*, 



(8) 



0, 1, . . . 
0, 1,. . . 



der r*** Functionen -ö* 



r^(») 



/*! 



(n) 



.(«)-! 



(«) 



((rw<«)]), 




r— 



r— 



r— 



) 



Daraus folgt aber — indem man noch berücksichtigt, dass nicht nur die r^^ ^d'-Func- 
tionen eines jeden der n soeben aufgestellten Systeme, sondern auch, weil zwischen den 
np Grossen (m^^^), (m^*)), . . . , (t*^"^) keinerlei Beziehungen bestehen, die r*"^ Producte, 
welche aus der allgemeinen Form: 



d 



r«?' 


«<»)n 




r«w 


«'»)n 






r«';) 


„w-i 


1 


P 




1 


1» 






1 


i» 


^1 


b 


fr«(»| d 


k 


'^ 1 

'p 


M*'|. 


..^ 


r 

''l 


r 


_ r 


r ^ 




_ r 


r ^ 






• 

^ r 


r 



((rM<«)]) 
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hervorgehen^ wenn man darin für die 2np Buchstaben ce, ß auf alle möglichen Weisen 
die Zahlen 0^ !;•••; ^ — 1 einfährt^ linearunabhängig sind — dass die Function F sich 
immer und nur auf eine Weise darstellen lässt in der Form: 



0, U ...,r ^l 















fa^^^ 


a^^n 






r«<"> 


«<"1 




> . a 
P 


• • • 

• • • 


^1 ■ 


. . a 
P 


» 


• 
• 

_ r 


p 

■ ■ 

■ > 

r 


iruW)) . . 


.* 


• 

r 

• 

_ r 


1» 

• • 

r 

■ • 

r _ 



i:r«(-)j, 



wobei die C von allen Variablen h vollständig freie, ihrem Werthe nach noch zu be- 
stimmende Constanten bezeichnen, und die Summation über alle Terme zu erstrecken 
ist; die aus dem allgemeinen Gliede entstehen, indem man an Stelle des Systems der 
2np Summationsbuchstaben a, ß der Reihe nach sämmtliche r'"^ Variationen der 
Elemente 0, 1, . . ., r— 1 zur 2wj>*®^ Classe mit Wiederholung treten lässt. 



5. 

Ersetzt man auf der linken Seite der Gleichung (i^) die Function F durch das 
mit ihr identische 'O'-Product und führt gleichzeitig auf der rechten Seite eine abge- 
kürzte Bezeichnung ein, so nimmt die genannte Gleichung die Form an: 



0, 1, ..., 



d^ 



"«(1) 



r 



iru(^^} . . . ^ 



in)' 



r 
f(«) 



{(rwC«)!. 



ay ^i L 1 I J 

Aus dieser Gleichung soll jetzt zum Zwecke der Constantenbestimmung eine allge- 
meinere abgeleitet werden. 

Lässt man die Systeme: 

(rtt(»)), . . . , (rwW) übergehen in (ru^^^ + 1 ^^'^ IV . . . , (ru^^^ + ^^"^ 1) , 
unter q, 6 ganze Zahlen verstanden, so gehen dadurch gleichzeitig die Systeme: 



{rxi^^)), . . . , iru'^^)) über in 
wenn für v «= 1, 2, . . . , 2?: 



rw'^^^-f- 



9 



(1) 



r 



y|^'(») -|_ 



r 



^11 <^ 



(1) 



+ .-- + ^l«C = 






.(1) 



.(») 



:(») 






nl y • I nn V v ' 



gesetzt wird. Aendert man nun in der Gleichung (4) die Systeme (ru), {ru) in der 
angegebenen Weise und transformirt die auf der linken Seite stehenden O^Functionen 
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unter Anwendung der aus Gleichung (A) des Art. 1. leicht herzustellenden; für ^ «s 1, 
2, . . . , w geltenden Formel: 



d r«'M+ ,r„, = 



g(l^) 


\v 


~^w~ 


r 


h" 


r 
ä(M) 


r 


)) 


r 



iru'^'>} e 






dagegen die im allgemeinen Gliede der rechten Seite stehenden 'd'-Functionen unter An- 
wendung der aus Gleichung (D) des Art. 1. unmittelbar sich ergebenden, ebenfalls 
für fi = 1, 2, . . . , n geltenden Formel: 



•^ 



'a^M) 



I*'.") 



(H+i£;i)) 



^-O- 



'a^f^y 



/*0") 



— Zrf Zd a . g g , —2r ^ g u -\ ^ l« o — (i g I 



so erhält man, wenn man die auftretenden Exponentialgrossen passend vereinigt, zu- 
nächst die Gleichung: 



%^ 



r 



C»-H'(')|...d 



"^(»r 


r 


«f«) 


r 



fr «'(»>]) 



Xc 



0, 1, ... , r — 1 

■ 2 






«CS« 



2; I.':'" p^"' 



«=1 



»• ^f 



m 









V 






c 



ra(i)...ia('»n 



•d- 



ad) 



.•/(l) 



([r«(i)])...-^ 



•«(«)" 



^(») 



^ssni's:/) 









P Q 



) 






Xe 



Veal r'i=l 



.«=1 



(/O ^(/*) 

y Cy. 



■ir£ 



«=1 



In Folge der Beziehungen, die zwischen den u und u , zwischen den ^ und q', 
endlich zwischen den a und d bestehen, wird das System linearer Gleichungen: 



Cnl iP^*^ -| h Cnn OC^""^ = ^x'^"^ , 

erfüllt, wenn man allgemein, d. h. für fi «= 1, 2, . . ., n: 

1) a:^^^ durch wlf'^ und gleichzeitig a;'(^) durch u[^^ , 



tO') 



2) a:<"^ durch pjf und gleichzeitig x^'^ durch ^ 
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3) rr^^^ durch gf^!^ und gleichzeitig x'^^ durch ^, 






4) x^*^ durch (y|;"^ und gleichzeitig x'^f"^ durch 

r 

ersetzt. Dasselbe System wird daher auch erfüllt, wenn man: 

5) x^^ durch q^'^ + q^P und gleichzeitig a;'C«) durch !r! + !?1 , 

r r 

6) icW durch «t'" + 9|r* »nd gleichzeitig a;» durch m'J"^ + !?Ü, 

r 

7) »'") durch ^[f" + <yf ' und gleichzeitig a;» durch fiL + !r_ , 



r r 



ersetzt. Nun folgt aber aus dem obigen Systeme: 

und es bestehen daher auch, entsprechend den sieben eben aufgestellten Lösungen, die 
Gleichungen: 

2; «"■■"'= 2; «'"^ 4 2: p"> = 2-' «."', i 2:9""'= 2? p<';'', 4 i^ S^"' = 27 «t""\ 

/<=sl jtlSBsl /<ä1 /< = ! ,U = 1 /i = l /4ä1 /ttsail 






Löst man in den drei letzten Gleichungen die Klammem auf und zerstört die auftreten- 
den Quadrate mit Hülfe der vier vorhergehenden Gleichungen, so erhält man, nachdem • 
man noch linke und rechte Seite durch 2 dividirt hat, schliesslich die Relationen: 

//=sl /Uea»! /«s=sl /l =a 1 ^«=1 /<=1 

die für jedes v, v von 1 bis n gelten. Diese drei Relationen zeigen aber, dass in der 
zuletzt gewonnenen '^'-Formel zunächst die beiden ersten Exponentialfactoren auf der 
linken Seite der Gleichung sich gegen die beiden letzten auf der rechten Seite vor- 
kommenden einzeln aufheben, und ferner, dass der dritte Exponehtialfactor auf der 
linken Seite, weil die 9, a ganze Zahlen sind, den Werth 1 hat. Es fallen demnach 
aus der erwähnten Formel alle Exponentialfactoren bis auf den einen, der auf der 
rechten Seite an erster Stelle steht, weg, und man erhält so die gewünschte allge- 
meinere Formel: 

Pbtm, die Riemann'sche Thetaformel. 6 



(5) 



» 






r 
^1) 



a(l) 

r 
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r 
r 



{rw'WJ 



frM^^)])...'9- 



■ö(») 



^«) 



»«»•''^'••'^^ 



([rw(«)J| ß 



u^l y=al 



Denkt man sich in der gewonnenen Formel an Stelle des Systems der 2np 
ganzen Zahlen (>, 6 der Reihe nach die r^"^ Variationen der r Elemente 0, 1, . . ., r — 1 
zur 2np*®° Classe mit Wiederholung gesetzt, so entstehen im Ganzen N=r^*^ ver- 
schiedene Gleichungen, die addirt die Formel: 



0,1,..., r—l 






0,1, ..., r — 1 



^[ 



«(1) 






]» 



Vi)" 

r 
r 



■;^(i)' 

r 

^(1) 

r 



fr«'«»)]) . . . «• 



r 

ä(») 

r 



frM'(»)| 



fr«W|...«' 



r 



frM(»)| 



0, 1, ..., r — 1 



27ti 



\nysszp 



»1 v»l ^ " " ' » '^y / 



geben. Nun besitzt aber die im allgemeinen Gliede der rechten Seite vorkommende, 
in besondere Klammern eingeschlossene Summe — wie sich durch Schlüsse, die 
den in der vorhergehenden Arbeit an betreffender Stelle (pag. 18, 19) gemachten 
ganz "analog sind, zeigen lässt — immer den Werth Null, wenn auch nur eine 
der 2wjp Grössen a, /3 von Null verschieden ist, dagegen den Werth .JT, wenn 
sämmtliche Grössen a, /3 gleich Null sind. In Folge dessen fallen in der die rechte 
Seite der letzten Gleichung bildenden Summe alle Glieder weg bis auf das eine, für 
welches die sämmtlichen 2np Grössen or, /3 den Werth Null haben, und man erhält 

so, indem man rechte und linke Seite der Gleichung vertauscht und C'P|'**|°1 ein- 
facher mit C bezeichnet, die Formel: 



0, 1, ..., r— 1 



(6o) :SC^ ((rt((i))) . . . ^ ((rw(«>)) = "^ % 



r 
r 



fr«'«»)) ...% 



r 



((rw'(«))) . 



Unter der gemachten Voraussetzung, dass das System (S) ein involutorisches ist, kann 
man, da die u vollständig unabhängige Variablen sind, in allen aufgestellten Formeln 
die Grössen u mit den Grössen u beziehlich vertauschen. Führt man diese Vertauschung 
in der Gleichung (6q) aus und ersetzt zugleich die Summationsbuchstaben q, c durch 

die Buchstaben a, /3, entsprechend auch die Grössen q, 6 durch Grössen «, ß, welche 

von den Grössen a, ß genau auf dieselbe Weise abhängen, wie die q, 6 von den 9, <y, 
so entsteht die Gleichung: 



(6) 2V^C^((rii'(i)]|...#((rM'(»))) 



0,1, ..., r — 1 

2" » 

o, ri 



r 

2^) 



Cr«(')J ...» 



"S"(")' 



;?(«) 



Cr«(»)]) . 
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Aendert man in dieser Gleichung die Systeme (ru), (ru) in derselben Weise, wie es 
früher bei der Gleichung (4) geschehen, so kann man die an genannter Stelle weiter 
gemachten Schlüsse, die von der Gleichung (4) zur Gleichung (5) führten, wörtlich 
hierher übertragen und gelangt auf diese Weise zu der neuen Gleichung: 



(7) 



NC» 



■gl)' 

r 
ä(l) 



iru^^)} . . . -^ 



;(n)- 

r 
■An) 



((rw'W)) 



0, 1, ... , r— 1 



äW 



)?(!) 



((r?i(i)]) . . . ^ 



r 



2jt 



jisssn rsssp 






Durch die Gleichung (6), aber auch durch die Gleichung (7), erscheint das 
aufgestellte Problem der Bestimmung der Constanten (7[!!.*], wenn man von der einen 
noch unbestimmten Constante G absieht, in merkwürdiger Weise gelöst, und zwar ent- 
spricht die Gleichung (6) der Gleichung (4), die Gleichung (7) der Gleichung (5), da 
nach Früherem die Bestimmung der Constanten G\_. \ !] nur auf eine Weise möglich ist. 
Der Werth der einen noch unbestimmten Constante G kann leicht auf folgende Weise 
ermittelt werden. Ersetzt man in der Gleichung (6q) das 'Ö'-Product, welches auf der 
rechten Seite als allgemeines Glied hinter dem Summenzeichen steht, durch den Aus- 
druck, welchen die Formel (7) dafür liefert, so entsteht die Gleichung: 



(8) 



^*C**Cr«W)) . . . ^|r«(»)| 



0, 1, ... , r—\ 



2 



r 



{rti^^^ . . . ^ 



r 



Cr «<(»))) 



/'=»»=»> 



0.1 —1 «i' 2; £(^" 



rt«) „W 






ij, a 



Die bei dieser Gleichung im allgemeinen Gliede der rechten Seite vorkommende, in 
besondere Klammern eingeschlossene Summe, die in Bezug auf jede der Grössen a, ß 
periodisch ist mit der Periode r, besitzt immer den Werth Null, wenn auch nur eine 
der 2np ganzen Zahlen a, ß nicht ein ganzes Vielfaches von r ist, dagegen den Werth 
N, wenn sämmtliche Zahlen a, ß ganze Vielfache von r sind. Es fallen daher in der 
die rechte Seite der letzten Gleichung bildenden Summe alle Glieder weg bis auf die- 
jenigen, bei welchen für jedes fi von 1 bis n und jedes v von 1 bis p «^ ,1^ (mod. r), 
ßf^^^O (mod. r) ist. Die Anzahl dieser stehenbleibenden Glieder beträgt aber, wie 

leicht ersichtlich^ s^p, wenn mit $ die Anzahl der sämmtlichen nach dem Modul r in- 
congruenten Lösungen des Congruenzensystems: 

^11^^^ + . . . + Ciniz:^"^ ^ (mod. r), 
^21^^^ + . . . + CinX^*"^ ^^ (mod. r), 



Cniix:^^^ -f . . . + CnnOC^"*^ ^ (mod. r), 
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bezeichnet wird; auch kann ein jedes dieser Glieder in die Form Nd^lrii^^^} . . . d'([ru^''^} 
gebracht werden, indem man die in ihm vorkommenden, wegen a[f ^ ^ (mod. r), 
ß^'^:E3 (mod. r) nur ganze Zahlen als Elemente enthaltenden Characteristiken, mit 
Rücksicht auf die Formeln (jB) des Art. 1., sämmtlich durch die Characteristik L ' " 
ersetzt. Die Gleichung (8) reducirt sich dann auf die Gleichung: 

woraus sich N*C' = s'^N und, da ^= r*"^ ist: 

NC=± (r'sy 

ergibt. Was das Vorzeichen in dem für NC gefundenen Ausdrucke betrifft, so kann man 
auf Grund der Formel (6), unter Wiederholung der in der vorhergehenden Arbeit an ent- 
sprechender Stelle (pag. 19, 20) gemachten Schlüsse, zunächst zeigen, dass dasselbe von den 
Werthen der «d'-Modulen a^,^,' unabhängig ist, und weiter dann, indem man, ebenso wie 

dort, sämmtliche Variablen u sowie alle -d'-Modulen von der Form a^w^t' (ft^^t') gleich 

Null setzt un.d die reellen Theile der übrig bleibenden -Ö'-Modulen a^^ (jx = 1, 2, . . . , p) 
gegen — od führt, dass von den beiden möglichen Vorzeichen nur das obere zulässig 
ist. Setzt man den für NC gefundenen Werth in die Gleichung (6) ein, so erhält man 
die Endformel: 



(9) (r»s)''d((rM (!>)) . . . »{{ni^^))) = 



0, 1, ...,r— 1 



d' 



ad)" 



_ r _ 



CrwCi))) . . . ^ 



ain)- 



£00 



Cr»(»)|, 



wobei, wie schon früher erwähnt, die a, ß lineare Ausdrücke der a, ß sind, definirt 
durch die für v «= 1, 2, . . . , l? geltenden Gleichungen: 



a 



(1) 



= ^11 «V 



(1) 



+ --- + C, a 



(n) 
In **v ' 



{(1) 



^(1) 



in) 



ß:'-<^nß:' + --- + c,jz 



a 



in) 



c a^'^ 



in) 



+ . . . + c a^"^ , 



M 



f(i) 



(n) 



r =«.1^ + ••• + «», r- 



Die auf der rechten Seite der Gleichung (9) als Summanden auftretenden 



'r^np 



f^np ^.Producte können in —^ Gruppen geordnet werden , indem man zu einer Gruppe 



s 



jedesmal diejenigen '^-Producte, immer s^^ an der Zahl, zusammenfa^st, für welche sich 

die Werthe der 2np Grössen -—y -^ nur um ganze Zahlen ändern, wenn man von 

einem dieser s^^ O'-Producte zu einem anderen derselben übergeht. Man zeigt dann leicht, 
dass die s*^ in einer Gruppe vorkommenden -ö'-Producte denselben Werth besitzen, und 
kann daher in obiger Summe jede solche Gruppe von Summanden durch das s^^'-fache 

eines beliebigen Summanden ersetzen. Führt man diese Vereinigung für jede der -j- 

9 
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Gruppen aus^ so geht die rechte Seite der Gleichung (9) in das s^'^-fache einer Summe 

von — ö- wesentlich verschiedenen, d. h. durch Anwendung der Formeln (jB) des Art. 1. 



nicht auf einander reducirbaren 'Ö'-Producten über. 



6. 

Die Formel (9) kann als specieller Fall einer allgemeineren Formel angesehen 
werden, zu welcher man auf folgende Weise gelangt. 

Lässt man die Grossen: 



(rw^^)),..., (rw^»)) in TU^''^ + 



(1) 



j(i) 



I, . . ., rw(») + 



r 

d(") 
r 



beziehlich übergehen, unter ;/, 8 ganze Zahlen verstanden, so geht dadurch: 

(rw'(i)) über in 1 rw'^D + ,,, . , , 



(rt^'{«)j über in | rw'^^^ + 



<^nl 



y (1)4.... 4.-y(n) 



c^jcf(l)4....+c„,j(n) 



Aendert man nun in der Formel' (7) die Argumente (rw), (rw) in dieser Weise, so 
kann man, mit Hülfe der Formel {A) des Art. 1., die Zunahmen, welche die Argu- 
mente (rw), (rw) erfahren haben, durch entsprechende Aenderungen der Charakteristiken, 
unter Hinzufügung von Exponentialgrössen, wieder wegschaffen. Stellt man dann weiter 
noch die Bedingung, dass die dadurch auf der linken Seite entstehenden Charakteri- 
stiken denselben Typus besitzen, wie die auf der rechten Seite vorkommenden, d. h. 
dass ihre sämmtlichen Elemente sich in die Form von Brüchen mit dem gemeinsamen 
Nenner r bringen lassen, so müssen die oben angeschriebenen, mit dem Nenner r^ 
versehenen Brüche, welche die Aenderungen der Systeme (rw') darstellen, sich auf 
solche mit dem Nenner r reduciren lassen, ihre Zähler also sämmtlich durch r ohne 
Rest theilbar sein, oder, was dasselbe, es muss jedes der j>, den Werthen v = 1, 

2j . . ., p entsprechenden Systeme y^^\ yf , . . ., y), , und ebenso jedes der p Systeme 

*1^\ ^Ty ' • '> *!r^ ^^^® Lösung des schon im vorigen Artikel aufgestellten Congruenzen- 
systems4 
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(mod. r) , 
(mod. r) , 



CnlCC^^^ + • • • + CnnX^''^ H= (mod. t) , 



sein. 



Erfüllen die ganzen Zahlen y, d diese Bedingungen, und setzt man dann für 
1/ = 1, 2, . . ., jp: 



.(») 



'(1) 



t(i) 



cnvr + '- + ^i«yr = ^r7 , ^nC + • • • + ^i«-» 



^(»•) 



V f 



,(n) /(n) 



Cniy, H h c«ny: = ry 



V 7 



Cnl 



d':^ + '"+cnnä':^=rö'^:\ 



SO sind die dadurch eingeführten neuen Grössen y\ S' ebenfalls ganze Zahlen. Da 
weiter die Gleichungen, welche dieselben definiren, ein involutorisches System bilden, 
so können in denselben die y, d mit den y , d' beziehlich vertauscht werden. Es zeigt 
sich dann, dass die Grössen /, d^ gleichfalls Lösungen des oben aufgestellten Gon- 
gruenzensystems sind, und es können daher in der ganzen Untersuchung, speciell also 
auch in der abzuleitenden Endformel (10), die y, d mit den /, <J' vertauscht werden. 
Unter Einführung der Grössen /, d' entspricht jetzt dem Uebergange von: 



(rM(iO;--v M"^) ^ 1 ^^^^^ + 



y 



der Uebergang von: 



y(l) 

r 
r 

v'(l) 



^t|(n) ^ 



(rt<W),..,,(ri«'(*))in ( ru^^^ + 



r 

(r(i) 



rw (»> + 



y(n) 

r 

r 



r 
tJ'(n) 



und man erhält, wenn man in der Gleichung (7) die Argumente (rw), {rvT) in dieser 
Weise ändert, dann linke wie rechte Seite mit Hülfe der Formel {Ä) des Art. 1. trans- 
formirt und die dabei auftretenden Exponentialgrössen in ähnlicher Weise vereinigt, 
wie es früher bei Herstellung der Formel (5) geschehen, auch noch an Stelle von NC 
den dafür gefimdenen Werth [f^sf setzt, schliesslich die gewünschte allgemeinere Theta- 
formel in der Gestalt: 



(10) (r«s)'' ^ 



0, 1, .. .,r ~X 

a, /* 



■^(1) 


r 


y'(l) 


ä(l) 


+ 


d'(l) 




r 




ä(l) 


r 


y(l)' 


i^d) 


+ 


(f(l) 



|;rM'<i)|...d 



frwW])...» 



>) 


+ 


/(n)" 


ö(») 


r 


(J'(n) 


* 


r 
4- 


y(n)" 


j5(») 


r 

+ 


d(») 






{r«'(">]) c 



2; 2; 7 

^< &a 1 V s= 1 



y* 



([ru(»))) 6 









A*=«*=P 



Xß 
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Diese Formel umfasst, wie unmittelbar klar, die Formeln (6) und (7) als specielle 
Falle; auch erkennt man leicht , dass dieselbe 'nichts von ihrer Allgemeinheit verliert^ 
wenn man sämmtliche Grössen q, ö der Null gleich setzt oder bei beliebig gelassenen 
Werthen der (>, a ftlr die Grössen y, 6 nur Zahlen aus der Reihe 0, 1, .. ., r — 1 zulässt. 

Um ein Beispiel für die Anwendung der gewonnenen Formeln zu geben, soll 
im Folgenden aus der Gleichung (9) die Eiemann^sche Thetaformel abgeleitet werden. 

Zu dem Ende gehe man von dem, den aufgestellten Bedingungen genügenden, 
Gleichungensysteme : 

x^i) + x^i) + a;(3) + x^^) = 2a;'(i) , 

x^i) + ijc{2) _ ^(3) _ ^(4) = 2a:'W, 
a:(i) _ x^2) + a;(») — x^^) = 2x^^^ , 
a;{i) _ x^2) _ ^(3) ^ ^4) „ 2a;'W , 

aus, für welches n «= 4, r = 2 ist. Die Grössen w sind dann mit den Grössen u 
verknüpft durch die für v = 1, 2, . . . ,jp geltenden Gleichungen: 



u 



(1) 



.(2) 



(3) 



V 



2u 



u 



(1) 



M 



(1) 






'(1) 



(8) 



(8) 



.(») 






K' - <^ - wr + w: 



(3) 



V 



2ü 



'(*) 



ti 



t« 



'(1) 



(1) 



u 



u 



(1) 



' V V V 1 

_ „'(«^ + „'(3) _ „'(*) _ 2W 

,/(2) '(3) I ./(4) _'9J 



(2) 

V 

(3) 



(4) 
r 



Das hierher gehörige Congmenzexisystem hat die Form: 

3^1) _{_ a^ü) + jcCä) +3f*)=0 (mod. 2), 

• 35(1' _|> a^2) _ a^8) _ -5(*) = (mod. 2), 

3^.l) _ a^») + a^J) — aK«) ez (mod. 2), 

a^D— a^t) _ a;(S) + a;W h^ (mod. 2), 

und besitzt die acht nach dem Modal 2 incongruenten Lösungen: 

(s(« , »(«) , a:«" , a:<*)) = (0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1), (o, 1, 1, 0) , 

(1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1), • 
SO dass also s =^ 8 isi 

Die Grössen a, ß endlich sind in diesem Falle hiit den, nur die Werthe 0, 1 an- 
nehmenden, Grössen a, ß durch die Gleichungen: 



a 



(1) 



+ a« + «'^ + « 



V 



a 



a 



a 



(1) 



.(2) 



(3) 

V 

(3) 

V — «y + "y — «y = "v ; 

(1) ^(8) J8) I J*) _ 



' V 1 



(1) 

«y = «V ; 



«y — «y — «y -r «V = « 
für 1/ = 1, 2, . . ., |), verknüpft. 






ß? + e - ß? - ß? = ^r > 



j(i) 






ß:' - ßT - ß:' + ß:' - ß 



V 

(8) 

V 



|W — 



f, 
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Bildet man jetzt aus der Gleichung (9), indem man darin n<^4, r = 2, ^=»8 
setzt, die dem vorliegenden Falle entsplecliende specielle Eormel und lässt mit Rück- 
sicht auf die darin vorkommende Summation an Stelle des Systems der vier Grössen 

a^l\ af , a^l\ af , oder an Stelle des Systems der vier Grössen 'ß^^\ ßf, /Sf , ß^^\ der 

Reihe nach die sechzehn möglichen Variationen der Elemente 0, 1 zur vierten Classe 
mit Wiederholung treten, so treten, wie ein Blick auf die letzten Gleichungen zeigt, 

an Stelle des Systems der vier Grössen i^l\ äf , af, ?^\ beziehlich ß^\ ßf, ßt^\ ß^^^ , 

der Reihe nach sechzehn Systeme von je vier entweder gleichzeitig geraden oder gleich- 
zeitig ungeraden Zahlen. Durch directe Betrachtung dieser sechzehn Systeme findet 
man dann weiter, dass ein jedes derselben, sobald man es an Stelle des Systems 

«t'^ «f \ «r, «l*\ oder an Stelle des Systems ß^'\ ß^J\ ß^^\ f^\ in die Charakteristiken 
des 'Ö'-Productes, welches auf der rechten Seite der aus (9) durch Specialisirung ge- 
wonnenen Formel steht, einfahrt, mit Hülfe der Formeln {B) des Art. 1., immer/ und 
zwar ohne dass das 'd'-Product einen Factor ausscheidet, entweder auf das System 
0, 0, 0, oder auf das System 1, 1, 1, 1 reducirt werden kann, auch dass ein jede« 
dieser beiden Systeme durch die Reduction .der ursprünglichen sechzehn gleich oft, 
nämlich achtmal, erzeugt wird. Man kann daher in der erwähnten Formel, für jedes 
V von 1 bis p: 

«1^\ «r> «!f\ «1*^ durch Byy Er, 

~ß':\ß:\f:\~ß^:' durch 

ersetzen und in Bezug auf jede der Grössen £,, 6\ über die Werthe und 1 summiren, 

muss dann aber für jede solche Ersetzung von vier Grössen a oder ß durch ein e 
oder ein e beziehlich den Factor 8, im Ganzen also den Factor 8^^ hinzufügen. 
Dividirt man dann noch linke und rechte Seite der entstandenen Gleichung durch 8'^, 
so erhält man schliesslich die Formel: 



■V} 



'V , 



^ V } E xy ^ V, ^ V 



2P»{2u'^^->} ■»C2h'W| dC2«''»)| #C2u'W| 



-^ 



»- 



*n • • • » 'p 

t 9 





((2ti<i))) ^ 


t 


({2«W| » 


c 
2" 


((2u(3)]D i& 


c 

2 


S 




2 




2 




2 



C2«W]) , 



die abgesehen von der Bezeichnung der Variablen mit der üiemann'schen Thetaformel 
identisch ist, da nach der für diese zweite Arbeit gewählten Bezeichnung die hier auf- 
tretenden Charakteristiken in Verbindung mit dem Zeichen ^ genau dasselbe bedeuten, 
wie die in der ersten Arbeit ausschliesslich angewandten Jß^^mann'schen , die aus 
ihnen durch Unterdrückung der Nennerzahl 2 bei jedem Charakteristikenelemente 
entstehen. 

Ebenso leicht kann man aus der Formel (10) die allgemeinste dem behan- 
delten speciellen Falle entsprechende Formel erhalten und von ihr zeigen, dass sie bei 
passender Wahl der Bezeichnung mit der Formel (12') der vorhergehenden Arbeit 
identisch ist. 



III. 



Beweis einiger Charakteristikensätze. 



Pryu, die Bieniann'sche Thetaformel. 



Die 2'^ Zalilencomplexe; welche aus dem Symbole: 

L»'i «1 . - . tpj 

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 22> Buchstaben €i, 6^/ • - •? ^py 
si, fi, . . ., 6p der Reihe nach die 2^p Variationen der Elemente 0, 1 zur 2p*^ Klasse mit 
Wiederholung treten lässt, sollen die zur Zahl jp gehörigen Charakteristiken ge- 
nannt werden. Als allgemeines Zeichen ftir eine derselben kann das obige Symbol 

dienen, welches, wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten, abgekürzt mit | ,1 

oder noch einfacher mit [a] bezeichnet werden soll; weitere der 2*^ Charakteristiken 
können dann durch Zeichen fixirt werden, die aus dem obigen dadurch entstehen, dass 
man an Stelle von £ irgend welche andere Buchstaben des griechischen Alphabets 
treten lässt. Unter der Summe oder Differenz [5] + [rf\ zweier Charakteristiken 
[f] und [rji] soll diejenige Charakteristik [s] = [g] + [v] "^ [S] — Iv] verstanden werden, 
bei welcher die Elemente £, , £y , für v = ly 2 , . . . , p , durch die Congruenzen 
£y z^ fy -[- fj^^ By -^ 5y + riv (mod. 2) oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch die 
Congruenzen Sy-^-^v — ^r, «i =^ 5i — ^i (mod. 2) bestimmt sind. Umgekehrt soll von 
einer Charakteristik [b] gesagt werden, dass sie in die Charakteristiken [g] und 
[17] zerlegbar sei, wenn zwischen den drei Charakteristiken die Gleichung 
[6] « [a + [ri\ besteht. 

Bezeichnet man mit L' ^* d'^^\ » s-tg^kürzt mit LJ oder noch einfacher mit 
[d], irgend eine zur Zahl p — 1 gehörige Charakteristik und verschafft derselben durch 
Anhängen von > ^ 1 ^ i j®<i®si^8,l eine p*® Vertikalreihe, so entstehen zunächst die vier 
verschiedenen zur Zahl p gehörigen Charakteristiken: 

'■[:-]-p. n[;]-p.^ "!•[:] -&3. i^- [:] - P ■ 

Setzt man dann in diesen Gleichungen für ^. der Reihe nach alle 2*^~* zur Zahl p — 1 

gehörigen Charakteristiken, so erhält man die sämmtlichen zur Zahl p gehörigen Charakte- 
ristiken, die dadurch zugleich in vier, den vier angeschriebenen Typen entsprechende 
Gruppen eingetheilt erscheinen, von denen jede 2^^^^ Charakteristiken mit gemeinsamer 
JP*®' Verticalreihe enthält. 

Eine Charakteristik [b\ soll gerade oder ungerade genannt werden, je nachdem: 

£ BySy ^E (mod. 2) oder U s^Sy ^^ 1 (mod. 2) 

ist. Bezeichnet man dann mit gp und ttp die Anzahl der geraden und ungeraden unter 

7* 
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den 2^ zur Zahl p gehörigen Charakteristiken , entsprechend mit Qi^i und ti^^i die 
Anzahl der geraden and angeraden anter den 2'^^' zar Zahl p — 1 gehörigen Charakte- 
rurtiken, and berdcksichtigt^ dass jede Charakteristik [s] vom Typas I, 11, in gerade 
oder angerade ist, je nachdem die Charakteristik [d], aas der nie entstanden, gerade oder 
angerade, dass dagegen jede Charakteristik [f] yom Tjpas IT bei angerader Charakte- 
ristik [d] gerade, bei gerader Charakteristik [d] angerade ist, so erkennt man sofort, 
dass von den vier Gruppen, in welche die zur Zahl p gehörigen Charakteristiken ein- 
getheilt wurden, die drei ersten aus je g^— i geraden and je Uj^i ungeraden Charakte- 
ristiken bestehen, während die vierte Gruppe u^— i gerade und Qp^i angerade Charakte- 
ristiken enthält. Man hat daher die -Beziehungen: 

flp — Sg^^i + u^i, Qp + ^P = 4<^9/^i + u^i) , 

U,. =» 3u,.^i + 9p_i , g^ — u^ = 2(9^1 — Up_i) , 

aus denen durch Uebergang von p zu p — l,p--2,..., 2, 1 und unter BerQck- 
sichtigung von g, «« 3^ u^ «, i die Gleichungen: 

9;, + U,, - ir^U^, + u,) - 4^ , 9p = 2^H2f + i;^ , 

gp - Up - 2^-»(gj - u,) - 2^ u^ = 2^U2p - 1), 

folgen. Man hat so den 

Hatz I. Von den 2*^ zur Zahl p gehörigen Charakteristiken sind g^ = 2^-^(2^ -|- 1) 
gerade, iXp — 2p^^{2p — 1; ungerade. 

Eine beliebige zur Zahl p gehörige Charakteristik [e] (die Charakteristik 
[OJ ■■ foo ' oJ ausgeschlossen) lässt sich auf 2*«^* Weisen in zwei, immer verschiedene, 
Charakteristiken zerlegen. Man kann nämlich in der Gleichung [b] «= [g] -|- [^] hei ge- 
gebener Charakteristik [e] immer noch [(] ganz nach Belieben annehmen; dann erst ist 
der zweite Summand [lyj, durch die Gleichung [iy] ^ [«] — [g], und damit auch die Zer- 
legung selbst bestimmt. Setzt man nun für [g] der Reihe nach die sämmtlichen 2^^ zur 
Zahl p gehörigen Cliarakteristiken, so erhält man 2'^ Zerlegungen der Charakteristik [c], 
unter denen aber, da zu einer Zerlegung [b\ <= [a] -^ [ß] immer auch die damit identische 
[c] ■- f/)J + (^1 ^ich findet, jede mögliche Zerlegung zweimal vorkommt, so dass im 
Ganzen nur 2'^'*"} verschiedene Zerlegungen von [b\ existiren. Man hat somit den 

Htttz II. Jede zur Zahl p gehörige, von [0] verschiedene Charakteristik lässt sich 
auf 2^^"^ Weisen in zwei, immer verschiedene, Charakteristiken zerlegen. 

Was die bei der vorhergehenden Betrachtung ausgeschlossene Charakteristik 
f 0] betrifft, so lässt sich dieselbe, entsprechend der Gleichung fO] = [t] + [g] , auf 
2*'' Weisen in zwei, immer gleiche, Charakteristiken zerlegen. 

Die sämmtlichen 2*^^^ Zerlegungen, [«] = [S] + Iv]? ^^^^^ gegebenen, von [0] ver- 
schiedenen Charakteristik [e] kann man nun, wie folgt, in drei Arten eintheilen. Zur 
ersten Art rechne man alle diejenigen Zerlegungen, bei denen [g] und [if\ beide gerade 
sind, ihre Anzahl sei j:,; zur zweiten Art alle diejenigen, bei denen [£] und [17] beide 
ungerade sind, ihre Anzahl betrage t)p] zur dritten Art endlich diejenigen, bei denen 
von den beiden Charakteristiken [g] , [17] die eine gerade, die andere ungerade ist, ihre 
Anzahl sei jp. Die Zahlen %p, tfp, ip sollen jetzt bestimmt werden; es wird sich dabei 
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zeigen, dass dieselben von der besonderen Charakteristik [f], auf die sie sieb beziehen^ 
unabhängig- sind^ also nur von der Zahl p abhängen. » 

Setzt man in der Grleichung [f] = [g] + [ri\ bei gegebener Charakteristik [a\ 
für [£] der Reihe nach die g^ geraden Charakteristiken und bestimmt jedesmal [i;] aus 
der Gleichung \yi\ = [b\ — [g] , so erhält man von den Zerlegungen der Charakteristik \s\ 
jede Zerlegung der ersten Art zweimal, jede Zerlegung der dritten Art einmal; setzt 
man dagegen für [g] der Reihe nach die Up ungeraden Charakteristiken, so erhält man 
auf dieselbe Weise jede Zerlegung der zweiten Art zweimal, jede Zerlegung der dritten 
Art einmal. Hieraus ergeben sich die Beziehungen: 

(1) 9p = 2Ep + Sp, (2) Up = 2t)p + jp. 

Man bilde nun aus den Elementen der beiden Charakteristiken [J;], [iy], die 

einer beliebigen Zerlegung {f\ = [g] + [ri\ der gegebenen Charakteristik [a] entsprechen, 

den Ausdruck: 

p p 

(-1)' •(-!)* 

und bezeichne denselben, insofern als, bei gegebener Charakteristik [s], [r^] mit [^J 
zugleich bestimmt ist, mit f[i]. Es besitzt dann f[i] den Werth + 1 , wenn die betrachtete 
Zerlegung von der ersten oder zweiten Art, dagegen den Werth — 1 , wenn dieselbe 
von der dritten Art ist Lässt man jetzt an Stelle von [Q der Reihe nach die sämmt- 
lichen 2^^ Charakteristiken treten und bildet die Summe 5 der entsprechenden Werthe 
+ 1 von /*[g], so ergibt sich: 

i^ = 2(ip + ^p-hp)y 

da jede mögliche Zerlegung der Charakteristik [e] zweimal auftritt, wenn [g] in der 
Gleichung [s] «= [i] + [iy] der Reihe nach alle 2*^ Charakteristiken durchläuft. Be- 
rücksichtigt man aber, dass der mit/'[g] bezeichnete Ausdruck, weil [t]] = [s] — [gj === [s] + [g] 
ist, auch in die Form: 

p p p p 

m] = {-iy .(-1)' =(-1)' .(-1)' 

gebracht werden kann, und ^ass, wie in der ersten Arbeit (pag. 18, 19) gezeigt wurde: 

p 

2/(~i)' =0 

(Cl 

ist, wenn [s], wie es hier der Fall, eine feste, von [0] verschiedene Charakteristik be- 
zeichnet, und [5] bei der Summation sämmtliche 2^^ Charakteristiken durchläuft, so 

erhält man für s die weitere Gleichung: 

p p 

s =2!m] = (- 1) ' .2(-i)' = . 

Setzt man jetzt die beiden für s gefundenen Werthe einander gleich, so entsteht die 
Relation : ^ 

(3) = E, + 9,-ip. 
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hp = lp + npr 



8f = Af-i + «1^1 = ^' 



Doieh Combinatian der Gleichimgeii (l), {2), (3; ergibt sich aber: 

3 J> + ^p^6p — 3flr-i + V-i f 
^^p + lp^^p~ 3ii^i + fl^i , 

und daher endlicji: 

9, — tt;H-i = 2>-«(2^* — 1) , 
Diesen Besoltaten entspricht der 

8atz IIL Jede zur Zahl p gehörige^ von [0] versdiiedene Charakteristik lässt sith 
auf gp-i — »^r2^* + 1) TTosm i» jW£i^ gerade, auf V-i = 2^*(2p-* — 1) Weisen 
in ewei ungerade, endlieh auf flp-i + iip_i = 2^p-^ Weisen in eine gerade und eine un- 
gerade Charakteristik zerlegen. 
Dieselben Resultate lassen sich auch wiedergeben durch den 

8atz IT. Addirt man zu 'den sämmäiehen 2^^ zur Zahl p gdiärigen Charakteri- 
stiken eine beliebige derselben, die Charakteristik [0] ausgesdüossen, so gehen dadurdh von 
den 2*^^(2'* + 1; geraden Charakteristiken 2'*~*(2«^* + 1) uneder in gerade, die übrigen 
2*^-* in v/ngerade über, während andererseits von den 2'*~*(2' — 1) ungeraden Charakteri- 
sUken 2^»— »(2^*-* — 1) uneder in ungerade, die iübrigen 2*^^* in gerade übergehen. 



IV. 

Verallgemeiiieriiiig 
der Riemann'scheii Charakteristikentheorie. 



' 1. 

Gegeben sei eine zweiblättrige ^ im Unendlichen geschlossene Biemann'sche 
Fläche T mit den 2p -{- 2 Verzweigungspunkten «j, «g, . . ., «20 + 2* Diese, die Ver- 
zweigung der Function: 

s=y(^-aj) {z — «2) •••(^ — «2^+2) 

darstellende, 2p -{- \'{?lq\i zusammenhangende FJäche zerlege man auf irgend eine 
Weise durch p Querschnittpaare a^, fei; Og, fe^; . . .; Op, hp und p — 1 Hülfslinien 
^19 ^2> * - V ^p—ij ^^^ denen allgemein die Linie c^ einen Punkt der Linie fey mit einem 
Punkte der Linie ay+i verbindet, in eine einfach zusammenhangende Fläche T\ 

Man bilde ferner aus dem allgemeinen Ausdrucke für ein allenthalben endliches 
Integral u, von der Form: 

J y(z - aj (2? — a,) ^ . . (ij - «2/, + 2) 

•o» *0 

indem man die in ihm enthaltenen willkürlichen Constanten c jedesmal passend be- 
stimmt und den Integrationsweg auf die Fläche T" beschränkt, dieser Beschränkung 
auch durch eine besondere Form des Integralzeichens Ausdruck verleiht, der Reihe 
nach die p Riemann* sehen Normalintegrale: 

«*1 = jp«l ; ^2 = W ^^2 , . . . * . , Mp = fdUp, 

welche dadurch charakterisirt sind, dass allgemein der Periodicitätsmodul von Uy am Quer- 
schnitte av den Werth ni besitzt, die Periodicitätsmodulen von Uy an allen übrigen Quer- 
schnitten a den Werth haben. In Folge dieser Bedingungen sind auch die Periodicitäts- 
modulen der Functionen u an den p Querschnitten fe vollständig bestimmt, und es besteht, 
wenn allgemein der Periodicitätsmodul von u^ am Querschnitte ha mit a^ bezeichnet 
wird, für jedes fi und v von 1 bis p die Relation a^^v == «v^. 

Wie bekannt, lassen sich im vorliegenden Falle die Periodicitätsmodulen eines 
allenthalben endlichen Integrales u mit Hülfe von Coefficienten, die ausschliesslich 
gerade Zahlen sind, linear ausdrücken durch die 2p •\- 1 bestimmten Integrale, welche 
man erhält, wenn man das Integral fdu zwischen je zwei auf einander folgenden 
Verzweigungspunkten erstreckt. Entsprechend drückt sich der Werth des zwischen 
irgend zwei Verzweigungspunkten erstreckten Integrales /du mit Hülfe von ganzzahligen 
Coefficienten linear durch die Halben seiner Periodicitätsmodulen aus. 

PRTM, die Biemann'Bche Thetaformel. 8 
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Führt man daher in das System u^ | t<2 1 . . . | t(p der p Normalintegrale^ welches 
in der Folge zur Abkürzung mit /(du) bezeichnet werden soll, an Stelle der unteren 



«0>«0 



Grenze jer^, Sq irgend einen Verzweigungspunkt, z. B. « , g, ein und lässt in dem so 

bestimmten Integralsjsteme an Stelle von z, s der Reihe nach die 2p -{' 2 Verzweigungs- 
punkte ^1,^2,..., «20 + 2 treten, so geht dasselbe jedesmal in ein System correspondiren- 
der Halber seiner Periodicitätsmodulen über, wenn man unter letzterem ein System von 
der Form: 












yersteht, wobei die g, g irgend welche ganze Zahlen bedeuten. Bezeichnet man das 

angeschriebene System correspondirender Halber der Periodicitätsmodulen symbolisch 

durch den Complex: 

*/j "2 • • • ^p 

9\ ^2 . . . g'p 

der dasselbe bestimmenden ganzen Zahlen g^ g\ so lassen sich entsprechend die 2p -]r2 
Systeme correspondirender Halber der Periodicitätsmodulen, in welche ein Integralsystem 

j{du)j dessen untere Grenze b^j Sq ein Verzweigungspunkt ist, übergeht, wenn man für 

•01 'o 

jßf, s der Reihe nach die 2jp + 2 Verzweigungspunkte einführt, durch solche Zahlen- 
complexe fixiren. In diesem Sinne mögen den 2p -^ 2 Integralsystemen: 

«1 «2 Oip 4. 1 «äj» -I- 2 

J{du), ßdu), . . . . , ßdu), ßdu) 

'^2p + 2 ^ip + i *'2p-|-2 <*2p-f2 

beziehlich die 2|} + 2 Zahlencomplexe: 

(^1,1 . . . 9pa\ /9i^2 • . . 9p^i\ /9i,2p + 1 . . . 9p\ip + i\ /ü . . . 0' 

9\,i . . . 9j,,iJ \9\,2 . . . 9p,2j \9uip + 1 • • • 9p,ip + 1 y ^0 . . . 

entsprechen. 

Aus jedem der erhaltenen Zahlencomplexe denke man sich nun einen neuen 
dadurch abgeleitet, dass man die 2p in ihm vorkommenden Zahlen durch ihre kleinsten 
positiven Reste nach dem Modul 2 ersetzt Die dadurch entstehenden speciellen Zahlen- 
complexe, welche also nur die- Zahlen 0, 1 enthalten, mögen durch: 

rvi,! . . . VpAi rvi,« . . . yp,i] rvi,«!, + 1 . . . Vp^^p + ii ro . . . oi 

uiA . . . Yp,iJ ' Lyi,2 . . . rp,2j ' ' ' ' [_yl,2p + 1 • • • ^p^^p -h 1 J ' Lo . .• . oj 

bezeichnet werden. Zahlencomplexe von dieser Art sollen Charakteristiken genannt 
werden. Man erhält sämmtliche Charakteristiken, 2*^ an der Zahl, wenn. man in dem 

Symbole I / • / J an Stelle des Systems der 2p Buchstaben £„ . . ., £p, «1, . . ., €p der Reihe 

nach die 2^^ Variationen der Elemente 0, 1 zur 2p**° Classe mit Wiederholung treten lässt. 
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Das soeben gewonnene System von 2p + 2 Charakteristiken ist vollständig 
bestimmt, sobald die Fläche T oder, was dasselbe, die zur Fläche T' führende Zer- 
legung der Fläche T gegeben ist, und kann sich, so lange der Verzweigangspunkt 
^2/» + 8 als untere Grenze beibehalten wird, nur ändern, wenn man von einer Zerlegung 
der Fläche T zu einer andern übergeht. In diesem Sinne kann das obige System 
von 2 jp + 2 Charakteristiken als das der gewählten Zerlegung entsprechende bezeichnet 
werden; zugleich aber kann dasselbe, da für diese Zerlegung keine besonderen Voraus- 
setzungen gemacht wurden, als der allgemeine Repräsentant solcher Systeme betrachtet 
werden. Seine merkwürdigen Eigenschfiften zu untersuchen, ist die Aufgabe der 
folgenden Artikel. 



2. 

Für das Folgende empfiehlt es sich, einige allgemein im Gebrauche stehende, 
auf Charakteristiken bezügliche Definitionen vorauszuschicken. Zu dem Ende möge 
eine beliebige Charakteristik abgekürzt durch [s] bezeichnet werden, und weiter sollen 
verschiedene Charakteristiken in der Weise fixirt werden, dass man entweder ver- 
schiedene Buchstaben oder denselben Buchstaben mit verschiedenen Indices an Stelle 
von 6 in die Charakteristikenklammer setzt. 

Eine Charakteristik [b\ soll gerade oder ungerade genannt werden, je nachdem 

U €y£y EE (mod. 2) oder 2J Syel ^ 1 (mod. 2) ist Unter der Summe, [gj + [vi]} zweier 
1 1 

Charakteristiken [g] und [i^] soll diejenige Charakteristik [a] = [g] + [ri] verstanden 
werden, deren Elemente 6y, €v für v = 1, 2, . . ., j) durch die Congruenzen a^ ^ g^ -+- i^y, 
6y~z ^y -[- rfy (mod. 2) bestimmt sind. Bezeichnen endlich [ej, [s^], . . ., [sm] m von [0] ver- 
schiedene Charakteristiken, und ist die Summe irgend einer Anzahl derselben oder auch 
aller der Charakteristik [0] gleich, so soll gesagt werden, es bestehe zwischen den Cha- 
rakteristiken [s] eine lineare Relation. Ist dagegen keine der Summen, die man 
aus den Charakteristiken [(] als Summanden bilden kann, der Charakteristik [0] gleich, 
so sollen die m Charakteristiken linearunabhängig genannt werden. 

Man gehe jetzt auf die 2p + 2 im vorigen Artikel aufgestellten, einer beliebigen 
Zerlegung der Fläche T entsprechenden Charakteristiken zurück und bezeichne dieselben 
zur Abkürzung mit: 

[«ll, M , [«2p +i], [0]. 

Wie ich in einer früheren Arbeit*) gezeigt habe, besteht zwischen diesen 2p -^^ 1 Cha- 
rakteristiken [a] nur die eine lineare Relation: 

(i) [aj + [«,] + ... + [a,, + ,] = [OJ , 

SO dass also je 2p derselben linearunabhängig sind. Bildet man daher aus den 2jp -f- 1 
Charakteristiken [a] alle Summen von je 2, 3, . . ., p derselben, nimmt die Charakte- 



*) Zur Theorie der Fnnctionen in einer zweiblättrigen Fläche, Art. 6 und 14. Denkschriften 
der Schweiz, naturf. Gesellschaft, Bd. XXII, 1866. Separatabzüge in Commission bei Cäsar Schmidt, 
Zürich. , 

8* 
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ristiken [ä] selbst sowie die Charakteristik [0] noch hinzu und addirt hierauf zu den 
so erhaltenen: 

l + (2p+ 1\ + (2i> + 1), + - • • + (2p + 1)^ - 2'^ 

Charakteristiken eine beliebige Charakteristik [k], so entstehen 2'^ Charakteristiken, 
von denen keine zwei einander gleich sind, und unter welchen daher jede der 2*^ über- 
haupt existirenden Charakteristiken vorkommen muss. Daraus folgt aber, dass eine 
beliebige CHarakteristik [£] sich immer und nur auf eine Weise aus einer willkürlich 
wählbaren Charakteristik [k] und Charakteristiken [d] zusammensetzen lässt in der Form : 

[£] = m + i[a], r-<^p , 

r 

WO 27 [a] eine Summe von irgend r der Chtirakteristiken [a] bezeichnet. Dem Falle 
[s] «= [k] entspricht der Werth r = 0. 

Man kann bemerken, dass gleiche Betrachtungen für je2p -{- 1 Charakteristiken, 
[^iL [^2]; • • •; [^2p-f iL gelten, zwischen denen nur die eine Relation: 

[f.] +[«»]+••• + [*2p + 1] = [0] 

besteht; das vorliegende System der Charakteristiken [a] ist aber weiter noch dadurch 
ausgezeichnet, dass zu den 2p-{- 1 Charakteristiken [a^], [o,], . . ., [^sp + i] stets eine, 
zunächst noch unbekannte, Charakteristik [n] existirt, welche in solcher Beziehung zu 
den Charakteristiken [a] steht, dass alle Charakteristiken, die den Formen: 

W+^zfa], [n] + £[a], ^»0,1,2,..., 

entsprechen, gerade, alle Charakteristiken, die den Formen: 

\n\ + Z[a], [w] + £[a], ^ » 0, 1, 2, . . . , 

entsprechen, ungerade sind. 

Einen Beweis für die Existenz einer solchen Charakteristik [n] habe ich auf Grund 
der Eigenschaften der zum Integralsysteme t«^ 1 1^^ ' • • • j tip gehörigen Thetafunctionen in 
Art. 12 meiner vorher citirten Arbeit gegeben, und ich erlaube mir hier auf die betreffende 
Untersuchung zu verweisen. Das soeben angeführte Resultat derselben soll jetzt etwas 
verallgemeinert werden. 

Berücksichtigt. man, dass in Folge der Relation (L) stets: 

r »p-fi — r 

2][a] = 2:[a] 

ist, wenn in dieser Gleichung rechts diejenigen 2p -}- 1 — r Charakteristiken [a] stehen, 
welche links nicht vorkommen, so ergibt sich zunächst, dass eine beliebige Charakte- 
ristik [s] auf zwei Weisen in der Form: 

p-hm 

[a] = [n] + 2: [a] , - j, < „^ ;^p + 1, 

dargestellt werden kann. Hat nun, in Gemässheit des vorher angeführten Resultates, bei 
gerader Charakteristik [s] m für die eine Darstellung den Werth — 4fA oder — 4f* — 3, 
80 hat es für die zweite Darstellung den Werth Afi -{- l oder 4fi -{- 4; hat da- 
gegen bei ungerader Charakteristik [e] m für die eine Darstellung den Werth — 4(1 — 1 
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oder -— 4fi — 2, so hat es für die zweite Darstellung den Werth 4^ + 2 oder 
4ft + 3. Welche der beiden möglichen Darstellungen der Charakteristik [b] also auch 
vorliegen mag^ immer ist, wenn [s] eine gerade Charakteristik , m^O oder m^l 
(mod.4), dagegen, wenn [s] eine ungerade Charakteristik, m z=^^ oder m eeie 3 (mod. 4). 
Durch Zusammenfassen der gefundenen Resultate erhält man den folgenden 

Satz !• Sind [aj, [o^], . . ., [a^p^i], [0] die 2p •}- 2 irgend einer Zerlegung der 
Fläche TTin eine einfach zusammenhangende Fläche T ent^echenden Charakteristiken, so 
existirt zu diesen CharaJcteristiken immer eine, zunächst noch unhekannte, Charakteristik [n], 
welche zu denselben in der Beziehung steht, dass die Charakteristik: 

[«] + Z [a], - jp ^ m < p + 1. 

gerade ist, wenn m^O oder mzi^l (mod. 4), ungerade, wenn mzii2 oder m ^ 3 {mod. 4) 

isi. Lässt man in der Form [wj + -^ M '^ ^11^ Zahlen von — p 6is jp + 1 durchlaufen 
und wählt jedesmal die p -\- m Charakteristiken [a] auf aUe möglichen Weisen aus den 
Charakteristiken [aJ, [a^, •••> [öfs^+J ö^ws, so erluüt man für jede der 2*^ überhaupt 
existirenden Charakteristiken zwei verschiedene Darstellungen, von denen die eine immer die- 
jenigen Charakteristiken \a\ enthält, welche in der anderen nicht vorkommen. 



3. 

Die Charakteristik [n], von welcher im vorhergehenden Satze nur die Existenz 
ausgesprochen wurde, soll jetzt bestimmt werden. Zu dem Ende denke man sich [n'\ 
Auf eine der beiden möglichen Weisen aus Charakteristiken [a] zusammengesetzt; die 
^azu nöthigen, noch unbekannten, Charakteristiken [a] sollen mit \a{\, \a^, . . ., [ar\, die 
2p -{- \ — r übrigen mit [al'], [oi'], . . ., [aip^.i_r] bezeichnet werden; es ist dann: 

[n] «= 2:[a] , oder auch [OJ = [w] + i[a'] . 

Addirt man in der letzten Gleichung auf der linken und rechten Seite das eine Mal 
«ine beliebige der r Charakteristiken \a% z. B. \a^, das andere Mal eine beliebige der 
2p + 1 — r Charakteristiken [a"], z. B. [a'/j, so erhält man die Gleichungen: 

K] = W+'^[a'], K] = [«] + i[«'] + KJ, 

I 

und erkennt daraus mit Bücksicht auf Satz I, dass die r Charakteristiken [a], aber 
auch die 2|> + 1 — r Charakteristiken [a '] entweder sämmtlich gerade oder sämmt- 
lich ungerade sind, und ferner, dass bei geraden [a] die [a''] ungerade, bei ungeraden 
[a ] die [a"] gerade sind. Die Charakteristik [n] muss daher entweder mit der Summe 
aller unter den 2p -{- \ Charakteristiken [a\ vorkommenden geraden oder mit der 
Summe aller unter den 2p -l* 1 Charakteristiken [a] vorkommenden ungeraden Cha- 
rakteristiken übereinstimmen; beides kommt aber auf dasselbe hinaus, da in Folge der 
Relation (L) die Summe aller geraden Charakteristiken [a] der Summe aller ungeraden 
«Charakteristiken [a] gleich ist. 
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Bezeichnet man jetzt mit s die Anzahl der unter den 2p -^ 1 Charakteristiken 
[aj; [Og]; . . ., [a2p+i] vorkommenden ungeraden Charakteristiken, mit 6^, ö^j •••; ^« 
die denselben entsprechenden Stellenzahlen ^ so kann nach dem soeben Gefundenen: 

[n] = [aaj + [üa^] H h [öTaJ 

gesetzt werden; hieraus ergeben sich aber^ indem man unter fi eine Zahl aus der Reihe 
1^ 2f , . ., s versteht, unmittelbar die beiden Gleichungen: 

[0] = [»] + [aaj + [ao,] + • • • + Kl , 

[%] = [«] + K,] H h [%_,] + [%+,] H f- [««,] • 

Mit Bücksicht auf Satz I folgt aus der ersten . dieser beiden Gleichungen, dass s, als 
Anzahl der bei ihr auf der rechten Seite vorkommenden Charakteristiken [d], weil [0] 
eine gerade Charakteristik ist, entweder der Bedingung s^2p (mod. 4) oder der Be- 
dingung 8^1)+ 1 (raod. 4) gentigen muss, während die zweite Gleichung zeigt, dass 
s — 1, als Anzahl der bei ihr auf der rechten Seite vorkommenden Charakteristiken [a], 
weil [aaJ eine ungerade Charakteristik ist, entweder die Bedingung s — 1 ^ p + 2 

(mod. 4) oder die Bedingung s — 1 Eup + 3 (mod. 4) erfüllen muss. Die so für s ge- 
fundenen Bedingungen können aber nur dann zusammen bestehen, wenn s^p (mod. 4) ist. 

Den gefundenen Resultaten entspricht der 

Satz IL Bezeichnet man bei gegebenen [aj, [ag], . .\, [agp+i] mit [n] eine, 
nach Satz I stets existirende, Cliaräkteristik von der Besdiaffenheity dass die den Formen: 

entspredtenden Charakteristiken gerade, die den Formen: 

[n] + i: [a], [«] + ^ [a], j* = ^!;_^; ; : ; , 

entsprechenden Charakteristiken ungerade sind, so ist diese Charakteristik [n] immer der 
Summe der unter den 2p + 1 Charakteristiken [a] vorkommenden ungeraden CharakteristUcen 
gleidi, BezeicJmet tnan mit s die Anzahl dieser ungeraden Charakteristiken, so ist stets 
s^p (mod. 4). 



4. 

Je zwei der 2p + 1 Charakteristiken [a] stehen in einer merkwürdigen Be- 
ziehung zu einander. Bezeichnet man den aus den Elementen zweier beliebiger Cha- 
rakteristiken [c], [ri] gebildeten Ausdruck: 

p 

(-1)' 

zur Abkürzung mit ( — 1) , so lässt sich die erwähnte Beziehung fixiren durch den 
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Satz III. Versteht man untef^ [au], [aj irgend zwei der 2p + 1 Charakteristike^i 

Für den Beweis dieses Satzes berücksichtige man^ dass: 
p p p p 

(_1)* =(-1)' •(-!)' •(-!)' 

ist, und dass daher ( — 1) ' nur dann den Werth — 1 haben kann, wenn von den drei 

Ausdrücken: 

p V p^ 

(-1)' , (-1)' , (-1)* 

entweder ein jeder oder nur ein einziger den Werth — 1 hat, oder, mit anderen Worten, 
wenn von den drei Charakteristiken [a], [ij], [e] + [rj] entweder eine jede oder nur eine 

einzige ungerade ist. Um das Bestehen der Relation (— 1) '^ " = — 1 nachzuweisen, 
hat man demnach nur zu zeigen, dass von den drei Charakteristiken [af^], [aj, [a^] + [ay] 
entweder eine jede oder nur eine einzige ungerade ist. 

Zu dem Ende bezeichne man mit [a\], [ai], . . ., [ai] die s unter den 2p -{' l Cha- 
rakteristiken [a] vorkommenden ungeraden Charakteristiken, mit [a/], [a'i], . . ., [aip+i— J 
die noch übrigen, geraden Charakteristiken [a], verstehe unter ^, <j' irgend zwei der 
Zahlen 1,2,.. ., s, unter r, t irgend zwei der Zahlen 1, 2, . . ., 22) + 1 — s und unter- 
scheide, indem man festhält, dass [n] = [al] + [oj] + • • • + W], auch s zz- jp (mod. 4) ist, 
in Bezug auf die Beschaffenheit der Charakteristiken [a^J, [a,] die folgenden drei Fälle: 

1) Kl = [«a], M = [öa]; es ist dann [a^J + [aj = [aa] + [a'a'] = [n] + 2 [a ], 

also [ttfii] + [aj ungerade, weil s — 2 ef^|} + 2 (mod. 4) ist; 

»—1 

2) K] = K], [aj = [o;']; es ist dann [a^] + [«„] — [Oo] + [ai'] = [n] + 2:[a] + [dr], 

also [a^,] + [aj gerade, weil s'^^p (mod. 4) ist; 

3) K] =" [«* ] j M =- K] ; es ist dann [a^,] + [a J « K] + [at] = [n] + 2;[a'] + [«;' J + [aV'] , 
also [a,i] + [aj ungerade, weil s + 2 ^jp + 2 (mod. 4) ist. 

Im ersten Falle sind also alle drei Charakteristiken [a^], [ay]f [a^] + [aj ungerade, 
während im zweiten und dritten Falle immer nur eine derselben ungerade ist. Damit 
ist aber der aufgestellte Satz bewiesen. 

Fasst man die für die Beweise der Sätze II, III benutzten Voraussetzungen 
in's Auge, so erkennt man, dass diese Sätze für jedes System von 2p -}- l Charakte- 
ristiken [aj, [a^], . . ., [öf2j9-}-i] gelten, zu denen eine Charakteristik [n] existirt von der 

p + lfi p-l-411 + 1 

Beschaffenheit, dass die den Formen [n] + ^ Wr M + ^ M; f* = _i _2,;;;, entsprechen- 

den Charakteristiken gerade, die den Formen [w] + -^[^J; W + 2 [a], ft = "i.J;_|| ;;;, 
entsprechenden Charakteristiken ungerade sind, ganz abgesehen davon, auf welche Weise 
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das betreffende System der Charakteristiken [a] erhalten wurde. Die Totalität aller 
dieser Charakteristikensysteme kann aber auch umgekehrt durch die in Satz III aus- 
gesprochene Eigenschaft derselben definirt werden. Es existirt nämlich der folgende^ in 
etwas anderer Form zuerst von Herrn H, Stahl*) bewiesene 

Satz IV, Sind [aj, [a^], . . ., [^2^+1] 2j? + 1 Charakteristiken von der Beschaffest' 

heity dass zwischen je zweien von ihnen die Beziehung ( — 1) '' * = — 1 besteht^ und be- 
zeichnet man mit [n] die Summe der unter den 2p + 1 Cfiardkteristiken [a] vorkommenden 
ungeraden Omräkteristikenj so sind alle Charakteristiken, die dem Formen: 

[n] + 2; [a], [n] + 2: [a], (i = M;>^, ; ; ; , 

entspredien , gerade, alle Charakteristiken, die den Formen: 

[n] + Z [a], [n] + U [a], /i = 'lIi^I] ; ; ; , 

entsprechen, ungerade. 

Fär den Beweis dieses Satzes möge auf die soeben citirte Arbeit des Herrn 
Stahl verwiesen werden. 

Aus der Verbindung der Satze III und IV folgt nun, dass die Totalität der- 
jenigen Charakteristikensysteme, welche dadurch definirt sind, dass zu den 2^+1 Cha- 
rakteristiken [aj, [a^], . . ., [a«p-|.i] eines jeden immer eine Charakteristik [n] existirt von 

der Beschaffenheit, dass die den Formen [n] + £ [a], [n] + ^ M, f* = '-i;~2; ;:;, ent- 

sprechenden Charakteristiken gerade, die den Formen [n] + £[a], [n] -[- 2r[aJ, ;*= -i;«. »J .*;; , 
entsprechenden Charakteristiken ungerade sind, vollständig identisch ist mit der Totalität 
derjenigen, bei welchen je zwei der 2^) + 1 in einem Systeme enthaltenen Charakte- 
ristiken durch die Bedingung ( — 1) '" " = — 1 verknüpft sind. Legt man aber die 
letztere Definition zu Grunde, so kann man durch Methoden, welche Herr Fröbenius**} 
ausgebildet hat, die erwähnten Systeme sämmtlich auf directem Wege herstellen. Da 
sich nun mit Hülfe der Theorie der linearen Transformation weiter auch zeigen lässt, 
dass jedem solchen auf directem Wege erhaltenen Systeme eine bestimmte Zerlegung 
der Fläche T entspricht, so folgt schliesslich, dass die Totalität der auf die eine 
oder andere der beiden soeben angegebenen Weisen definirten Charakteristikensysteme 
identisch ist mit der Totalität derjenigen, welche den verschiedenen Zerlegungen der 
Fläche T entsprechen. Endlich mag noch erwähnt werden, dass der Beweis dafür, dass 
irgend ein einer beliebigen Zerlegung der Fläche T entsprechendes System von 2p -{- 1 
Charakteristiken die in Satz III angeführte Eigenschaft besitzt, ebenfalls auf directem 
Wege, d. h. ohne Benutzung der Eigenschaften der Thetafunctionen, und zwar durch rein 
geometrische Betrachtungen geführt werden kann. Zu den letzten Bemerkungen wurde 



*) Stahl, H., Beweis eines Satzes von Biemann über d- Charakteristiken. Crelle's Journal, 
Bd. 88, pag. 273. 

*'*') Fröbenius, Ueber das Additionstheorem der Thetafanctionen mehrerer Yariabeln. 
Crelle's Jonmal, Bd. 89, pag. 208. 
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ich durch einige gütige Mittheilungen des Herrn Fröbenius veranlasst; ich erlaube mir^ 
an dieser Stelle dem Wunsche Ausdrück zu geben, dass derselbe seine auf diesen Gegen- 
stand bezöglichen Untersuchungen in Bälde weiteren Kreisen zugänglich machen möge. 



o. 



Die Charakteristiken [aj, [a^], . . ., [(hp-^i\} [0] können, wenn man von corre- 
spondirenden Ganzen der Periodicitätsmodnlen absieht, als Repräsentanten derjenigen 
Systeme correspondirender Halber der Periodicitätsmodulen betrachtet werden, in welche 



*f« 



das Integralsystem Jf (du) übergeht, wenn man für 0, s der Reihe nach die 2p -}- 2 Yer- 

Zweigungspunkte a^, a^j ..., asp+i, (t%p^% einführt Einem jeden von a^p^t verschiedenen 
Verzweigungspunkte u^ entspricht auf diese Weise eine zugleich mit der Zerlegung der 
Fläche T sich ändernde Charakteristik [o,], während dem zur unteren Grenze des Integral- 
systems genommenen Verzweigungspunkte tttp^% bei jeder Zerlegung die ausgezeichnete 
Charakteristik [0] entspricht. Um diese Ausnahmestellung des Yerzweigungspunktes 
a%pj^^ zu beseitigen, wähle man eine beliebige Charakteristik [aj, bezeichne das ihr ent- 
sprechende System correspondirender Halber der Periodicitätsmodulen mit 



2 


2 



M 

p 



und bilde ein neues Integralsystem Wy\w2\' - ' \iVpj definirt durch die Gleichungen: 

u^i^-^ + JdUi,w^ = -j-+Jdu^, . . , ., Wp = —^+JdUp. 
^ip-\-% "2p+2 "2i»+a 

Unter Zugrundelegung dieses Integralsystems entsprechen jetzt denVerzweigungspunkten: 

beziehlich die Charakteristiken: 

[a'i] — [ao] + [aj, . . . ., [dp+i] — W + [(hp+i], [(hp+i] — [«ol + [0]; 

und man ist auf diese Weise zu einem Systeme von 2jp -|- 2 Charakteristiken gelangt, 
bei welchem keine Charakteristik einen Vorzug vor den übrigen hat. Setzt man der 
Reihe nach [ao] = [a^], [o,], . . ., [(^2p'\-i\9 [^l? ^^ erhält man alle diejenigen speciellen 
Systeme, bei welchen die Charakteristik [0] vorkommt. Die in dem v^^ dieser Systeme 
enthaltenen 2p -{- 2 Charakteristiken: 

[aj + K], . . ., M + [a^-i], [0], r«J + [ör+i], . . ., M + [(hp+i], M 
entsprechen dann zugleich den 2p -{- 2 Systemen correspondirender Halber der Perio- 

dicitätsmodulen, in welche das Integralsystem J{du\ dessen untere Grenze der Verzwei- 



«y 



gimgspunkt Uv ist, übergeht, wenn man an Stelle von z, s der Reihe nach die 2^} -|* 2 
Verzweigungspunkte «1,^2;...; a2p+2 treten lässi Die Eigenschaften des Systems 
[ßi]} [^]; • • -} [^p+s] sollen jetzt untersucht werden. 

PsTM, die Biem»im*sche Thetaform«!. 9 
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Die soeben eingeführte willkürliche Charakteristik [Oq] lässt sich, da zwischen 
den Charakteristiken [aj, [a^], . . ., [^p+i] iiur die eine lineare Relation: 

(1) M + [«,] + ••• + [chp+i] = [0] 

besteht; immer und zwar auf zwei Weisen als Summe von Charakteristiken [ä] dar- 
stellen. Von diesen beiden Darstellungen, welche zusammen alle 2p -{- l Charakte- 
ristiken [a] und zwar jede nur einmal enthalten, wähle man diejenige, bei welcher die 
Anzahl der vorkommenden Charakteristiken [a] ungerade ist. Bezeichnet man mit 
2n -j~ 1 <li® Anzahl der betreffenden Charakteristiken, mit ft^, f4, . . ., ftsn+i die den- 
selben entsprechenden Stellenzahlen, so erhält man die erwähnte Darstellung von [üq] 
in der Form: 

Geht man jetzt auf die die Charakteristiken [a] definirenden Gleichungen zu- 
rück, so erkennt man, dass zwischen diesen Charakteristiken, entsprechend den Glei- 
chungen (1), (2), die linearen Relationen: 

(1') [«'.] + [«;] + ••• + [aii.+i] + [«*p+ii = [0] , 

(2') Kl] + [«;j + • • • + [«;,,+,] = [0] , 

bestehen. Durch Verbindung derselben erhält man eine dritte lineare Relation in 
der Form: 

(30 [«;j + K] + --- + Kp_j,+i] = [o], 

wenn mit v^, v^, . . ., v^p—in + i die 2p — 2n + 1 von ft^, fi^y • • •; f^an+i verschiedenen 
Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., 2jp -^ 2 bezeichnet werden. Ausser diesen drei Relationen 
kann nicht noch eine weitere lineare Relation zwischen den Charakteristiken [a] be- 
stehen; denn eine solche konnte man, indem man rückwärts wieder die Charakteristiken 
[^oL [^ili • • *f [^2p-|-i] einführte, in eine lineare Relation zwischen diesen verwandeln, 
und es würde dadurch, wenn die ursprüngliche Relation eine gerade Anzahl von Cha- 
rakteristiken [a] enthielte, eine von (1) verschiedene lineare Relation zwischen den Cha- 
rakteristiken [aj, [aj, . . ., [Odp-i-i] entstehen, wenn dieselbe dagegen eine ungerade Anzahl 
von Charakteristiken [a] enthielte, eine lineare Relation zwischen [aJ und gewissen der 
Charakteristiken [aJ, [Oj], . . ., [chp+i], aus der sich [aJ noch auf eine dritte Weise 
durch Charakteristiken aus der Reihe [aJ, [Oj], . . ., [Oj^^i] ausdrücken Hesse; beides 
ist aber unmöglich. 

Um nun eine auf das System [al], [a^], . . ., [aip+a] bezügliche ausgezeichnete 
Darstellung der beliebigen Charakteristik [£] zu erhalten, welche dasselbe leistet wie die 
frühere, auf das System [a^], [cQ, . . ., [a2p-f i] bezügliche, berücksichtige man, dass sich 
[f] immer und zwar auf zwei Weisen aus der Charakteristik [n] und Charakteristiken 

r 

[ä] zusammensetzen lässt in der Form [s] = [w] + -2^ M> o < r < 2|> + i, und dass 
nach Satz I eine in dieser Weise zusammengesetzte Charakteristik [a] gerade ist, wenn 
(unter ft eine positive oder negative ganze Zahl verstanden) r von der Form p -^ 4fi 



— 67 - 
oder jp + 4ft + 1, ungerade, wenn r von der Form p + 4/t + 2 oder j; +4/x + 3 

r 

ist. Bringt man nun die Gleichung [s] = [n] + ^ß] in die Form: 

[£] = [n] + «1 [aj] + «2 K] -I h «2^+1 [02/,+ 1], 

indem man allgemein unter a^ die Zahl 1 oder die Zahl versteht, je nachdem die 

r 

Charakteristik [o,] in der obigen Summe £[ä] vorkommt oder nicht vorkommt, 
bildet dann weiter aus der letzten Gleichung die neue: 



[e] = ([n] + p+l [%]) + a^ ([%] + [aj) + •••.+ «2^+1 ([ao] + [oj/^+i]) + «2^+2 [«ol; 

indem man unter a^, a^, , . ., a2i>+i dieselben Grössen wie vorher versteht, die Grosse 
A2|>+2 dagegen als oder 1 aus der Congruenz: 

2p+l 

«2^+2 ^^2? + 1 + 2^av (mod. 2) 

1 

bestimmt, führt hierauf die Charakteristiken [a] ein und setzt endlich noch zur Ab- 
kürzung: 

SO erhält man für [s] eine Darstellung von der Form: 

W = M + ai [a'i] +. «2 [«y + h ccip^i [oip+i] + «2^+2 [a2/»+2] , 

2^4-2 

bei der die Zahlen a durch die Bedingung £ a^:£zp -{- 1 (mod. 2) verknüpft sind. 

Da, wie vorher bemerkt, die Charakteristik [s] auf zwei Weisen in die Form 

r 

[e] B» [n] -f- ^ [o] gebracht werden kann, und dem entsprechend die Zahlen ai, cct, . . ., «sji+s, 

unter Festhaltung der Bedingung HayZnp -f" 1 (mod. 2) auf zwei Weisen sich be- 

1 

stimmen lassen, so umfasst auch die letzte Gleichung zwei verschiedene Darstellungen 
derselben Charakteristik [^], die zusammen alle 2p -^ 2 Charakteristiken [a], aber jede 
nur einmal, enthalten, und von denen daher jede aus der anderen durch Addition der Glei- 

8p-f2 

ehung [0] = [ai] + [ai]-f-*" + [ö2/>-f-2]hervorgeht. Eine dritte der Bedingung 2 ay ^^^ + 1 

(mod. 2) genügende Darstellung der Charakteristik [s] durch die Charakteristiken 
[n ], [ai], [oi], . . ., [a2i,+2] kann nicht existiren, da sich aus ihr durch Verbindung mit 
einer der beiden soeben gewonnenen Darstellungen eine von (1') verschiedene, nach 
Früherem nicht mögliche lineare Relation zwischen einer geraden Anzahl von Cha- 
rakteristiken [a] ergeben würde. 

Ist irgend eine Charakteristik [e] auf eine der beiden angegebenen Weisen 
durch die Charakteristik [n] und die Charakteristiken [a'] dargestellt, so gestalten sich 
die Kriterien dafür, ob dieselbe gerade oder ungerade ist, ungemein einfach. Nach 
dem Früheren ist nämlich die Charakteristik [«] gerade, wenn von den 2 j) + 1 Grössen 
«1, «2? • • •; ^ip+i P + 4/A oder jp -f" 4ft + 1 den Werth 1, die übrigen den Werth 
haben; im ersten Falle ergibt sich für a^p^^ der Werth 1, im zweiten Falle der Werth 

0, so dass in beiden Fällen von den 2^ + 2 Grössen «i, a«? • . •; «2^4-1, «2p+2 i? + 4fi + 1 

9* 
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den Werth 1, die übrigen den Werth haben. Dagegen ist die Charakteristik [b] 
ungerade, wenn von den 2|) + 1 Grossen a^, «2 j • • •? ««p+i 1> + 4ft + 2 oder p + 4ft + 3 
den Werth 1, die übrigen den Werth haben; im ersten Falle ergibt sich für «2^+2 
der Werth 1, im zweiten Falle der Werth 0, so dass in beiden Fällen von den 2p '\' 2 
Grossen a^, Og? • • -j «sp+i? ««p+s p + 4f* + 3 den Werth 1, die übrigen den Werth 
haben. Fasst man diese Resultate zusammen, so erhält man den folgenden 

Satz V, Bildet man aus den früher deßnirten Charakteristiken [aj, . . ., [«2^4.1], 
[n] unter Zuhülfenahme einer willkürlich gewählten Charakteristik [a^] die neuen Charakte- 
ristiken [o'i], . . ., [aip+i], [0^^4.2], [w'3, bestimmt durch die Gleichungen: 

[a'i] == [ao] + [aj, . . . . , [aip+i] = [a^ + [aa^+J, \aip+{\ = [aj + [0], 



M = W+l>+l[aoL 

so lässt sich durch diese jede heliebige Charakteristik [b] immer und zwar auf zwei Weisen 
darstellen in der Form: 

2p-\-2 

[s] = [n] + «1 [al] H 1- «2/,+! [(hp+i] + «2^+2 [«ip+2], 2;«^ — p + 1 (mod. 2), 

wobei die a nur die Werthe 0, 1 annehmen sollen. Eine in dieser Form gegebene Charak- 
teristik [s] ist dann gerade oder ungerade, je nachdem (unter ft eine positive oder negative 
ganze Zahl verstanden) p + 4fi + 1 ^rfer p + 4f* + 3 der 2p -{- 2 Grössen a den 
Werth 1 hdben. 
Der gewonnene Satz kann umgekehrt werden und liefert dann den 

Satz Tl. Besitzt ein System von 2p -{- 2 Charakteristiken [ai], [«2], . . ., [«2^4- 1], 
[fl4p+2], einerlei wie es im Übrigen beschaffen sein mag, die Eigenschaft, dass zu ihm eine 
Charakteristik [n] existirt, welche zu den Charakteristiken [a ] in der Beziehung steht, dass 
die CJiardkteristik: 

2p+2 

[e] = [n'J + «1 [ai] H h a2p+i [ö^p+i] + «»p+8 [«2i»+2], 2Jar—p+l (mod. 2), 

1 

gerade oder ungerade ist, je nachdem p + 4f* + 1 oder p + 4ft. + 3 der 2p + 2 
Grössen a den Werth 1 haben, so entsteht aus diesem Systeme durch Addition einer beliebigen 
seiner 2p-{' 2 Charakteristiken zu den 2p -f- 1 übrigen immer ein System von 2p + 1 
Charakteristiken [Oj], [Og], . . ., [02^+1] mit den in Satz I angegebenen Eigenschaften. 

Da von den 2p -|- 2 Charakteristiken [a J jede mit den anderen gleichberechtigt 
ist, so genügt es zum Beweise dieses Satzes, zu zeigen, dass das System: 

[aj = [a'i] -f [«2^4-2], M = [a'i] + [Oip+i], . . ., [«ip+i] = [aip+i] + K/^+äJ 

die in Satz I fixirten Eigenschaften besitzt. Zu dem Ende bestimme man eine Cha- 
rakteristik [n] durch die Gleichung: 

[m] = [»'] + p+1 [aip+,]. 

Es besteht dann, wenn Xj^ x,, . . ., Xr r beliebig gewählte Zahlen aus der Reihe 
1, 2, . . ., 2p -{- 1 bezeichnen, und unter a eine Grösse verstanden wird, die als oder 
1 aus der Congruenz a :i= p -f* 1 + ^ (mod. 2) zu bestimmen ist, immer die Gleichung: 



i 
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M + [öxj + [a^^] H h [öxj = [n] + [axj + [a^ -j 1- [aij + a [aip+2]. 

Da nun den möglichen Werthen: 

jp + 4^, p + Afi+l, p + 4ti + 2, |) + 4/x + 3 

von r die Werthe: 

• 1, 0, 1, 

von a beziehlich entsprechen ^ und daher die Anzahl der auf der rechten Seite der 
obigen Gleichung vorkommenden Charakteristiken [a] in den beiden ersten Fällen 
2) + 4ft + 1, in den beiden letzten p + 4ft + 3 beträgt, so folgt, unter Berücksichtigung 
der über die Charakteristiken [a] gemachten Voraussetzungen, dass die Charakteristik 
[n] + [a* ] + [ßx ] + • • • + [«xj gerade ist, wenn r von der Form p + 4/x oder 
p + 4ft '+ 1, ungerade, wenn r von der Form p + 4ft + 2 oder p + 4fi + 3 ist. 
Damit ist aber bewiesen, dass das System [aj, [o^], . . ., [(hp-^i] die in Satz I fixirten 
Eigenschaften besitzt. 



6. 

£3 verdient hervorgehoben zu werden, dass zu den im vorigen Artikel definirten 
Charakteristiken : 

[a\] = [ao] + [ail . . ., [a'ip^i] = [aoj + [a«p+i], [a^p+i] = [oo] + [0] 
immer nur eine Charakteristik [n J existirt von der Art, dass eine in der Form: 

[b] = [n J + «1 [a'ij ^ \- «2^+1 [aip+i] + a2p+2 [«2p+ J^ -^ «" = JP + 1 (°^o<^- 2), 

1 

dargestellte Charakteristik gerade oder ungerade ist, je nachdem von den 2p -^ 2 
Grössen « p + 4/t + 1 o^^r p + 4ft + 3 den Werth 1 haben; auch lässt sich zeigen, 
dass diese Charakteristik, die also mit der im vorigen Artikel durch die Gleichung 

[n] = [n] + p -j- 1 [üq] bestimmten Charakteristik nothwendig übereinstimmen muss, 
immer der Summe der unter den 2p -}• 2 Charakteristiken [a] vorkommenden ungeraden 
Charakteristiken gleich ist. Die Richtigkeit des Gesagten soll jetzt nachgewiesen 
werden. 

Zu dem Ende bezeichne man mit [n] eine den soeben erwähnten Bedingungen 
genügende Charakteristik. Aus den beiden in der Form: 

2P4-2 

[e] = [n] + «1 [al] H f- «gp+i [a2p+i] + «2^+2 [a8i)+2], ^ «v =1? + 1 (mod. 2), 

1 

enthaltenen Darstellungen einer beliebigen Charakteristik [f], welche kanonische ge- 
nannt werden sollen, kann man dann, indem man zu den betreffenden Gleichungen die 
unter (2') angeführte [0] = [aJL^] + [a^,^] + ' ' ' + [^/"2n4-il *d<^i^; ^^ dieselbe Cha- 

rakteristik [e] zwei weitere Darstellungen erhalten, bei welchen aber 27 «^ ^p (mod. 2) 

1 

ist, und welche daher nichtkanonische genannt werden sollen. Diese Darstellungen 



- 70 — 

unterscheiden sicli von den kanonisclien wesentlich dadurch ^ dass bei ihnen aus der 
Anzahl der Yon verschiedenen Grössen a nicht darauf geschlossen werden kann^ ob 
die dargestellte Charakteristik [s] gerade oder ungerade ist. 
Es sei jetzt: 

[0] = [n'J + [ayj + [ay + • • • + [a;;i, t = p (mod. 2), 

wo 9j, 9)g, . . ., g)< Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., 2/) -^ 2 bezeichnen, eine der beiden 
nach dem Vorigen immer existirenden nichtkanonischen Darstellungen der Charakte- 
ristik [0], Bezeichnet man dann mit Xd %%} • • •> ;C2i>+2— r die 2j) + 2 — t von 9?^, 9^, . . ., 9^^ 
verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., 2p '\- 2 und addirt zur linken und 
rechten Seite der letzten Congruenz das eine Mal eine beliebige der t Charakte- 
ristiken [ütp], z. B. [ay^], das andere Mal eine beliebige der 2p + 2 — ^ Charakteristiken 

[a]f], z. B. [ä/^], so erhält man für [a^J und [a^^,] die kanonischen Darstellungen: 

Kt'] = [♦*'! + KJ + Kg] H 1- K,] + Kf]^ 

uud erkennt daraus, da die Anzahl der auf der rechten Seite der ersten Gleichung vor- 
kommenden Charakteristiken [d] immer i — 1, die Anzahl der auf der rechten Seite der 
zweiten stehenden immer t-^-l beträgt, auch diese Zahlen sich um 2 unterscheiden, mit 
Rücksicht auf die über das System der Charakteristiken [d] und die Charakteristik [n'J ge- 
machten Voraussetzungen, dass die t Charakteristiken [a^], aber auch die 2_p + 2 — t 
Charakteristiken [dj^] entweder sämmtlich gerade oder sämmtlich ungerade sind, und 
ferner, dass bei geraden [a^] die [a^] ungerade, bei ungeraden [a^] die [a^] gerade sind. 
Die Charakteristik [n] muss daher entweder mit der Summe aller unter den 2p -{' 2 
Charakteristiken [d] vorkommenden geraden oder mit der Summe aller unter den 2|? + ^ 
Charakteristiken [d] vorkommenden ungeraden Charakteristiken übereinstimmen; beides 
kommt aber auf dasselbe hinaus, da in Folge der Relation: [al] +••• + [«ip-f-«] «= [0] 
die Summe aller geraden Charakteristiken [d] der Summe aller ungeraden Charakte- 
ristiken [d] gleich ist. 

Identificirt man nun auf Grund des Gefundenen die vorher eingeführten Cha- 
rakteristiken [d(p ],[dtp]f . . ,, [dtp] mit den unter den 2p + 2 Charakteristiken [d] befind- 
lichen ungeraden Charakteristiken, so folgt aus der obigen, die Charakteristik [a^^] dar- 
stellenden Gleichung, dass ^ — 1 von der Form p -[- 4fi -f- 3, also t^p (mod. 4) ist. 
Man hat somit den 

Satz VII. Die m den Charakteristiken [al], [a'g], . . ., [aip^-s] gehörige, in Satz V 

durcfi die Gleichung [n] = [w] + p + 1 [Oq] stimmte Charakteristik \n] ist stets gleich 
der Summe der unter den Charakteristiken \d] vorkommenden ungeraden Qiarakteristiken. Be- 
zeichnet man mit t die Anzahl dieser ungeraden Charakteristiken, so ist stets t^p (mod. 4). 
Durch diesen Satz ist die vollständige Analogie zwischen den hier betrachteten 
allgemeinen Systemen von 2j9 -f- 2 Charakteristiktm und den speciellen, bei welchen 
eine der 2p + 2 Charakteristiken der Charakteristik [0] gleich ist, hergestellt. 



V. 

lieber ein 

für die Theorie der Thetafanctionen 

fandamentales System linearer Gleichungen. 



1. 

Ein System von n linearen Gleichungen zwischen den 2w Grössen x^, x^, . . ., Xn, 
Xij x%, • . ., Xnj welches entweder die Form: 

^ ^^ j^ exrXy «= X\, j^ dyXv = iCi, . . . . , ^ envXy = Xn 

Vsl 1=1 Val 

besitzt oder auf dieselbe gebracht werden kann, soll eininvolutorisches genannt werden, 
wenn die Auflösung desselben nach den x als Unbekannten , einerlei welche Werthe 
man den x zulegen mag, durch die Gleichungen: 



(ßd 



^^^ €\yXy — X^^ ^^^ ß^yXy *^ X^y • 


ysan 



X 



nj 



wobei die e dieselben Grössen bezeichnen wie in (-4i), repräsentirt wird. Die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fQr das Eintreten dieses Falles sind: 

/T\ I t I 0, wenn ii^ v. 

^ ^ f. I r I I f* 2^ wenn ^ «« v, 

man erhält dieselben, indem man die Ausdrücke für die x aus dem^ Systeme (J^^) in 
die ft^ Gleichung des Systems (Ä^) einsetzt und berücksichtigt, dass die dadurch ent- 
stehende Gleichung in Bezug auf die x identisch erfüllt sein muss. Genügen die 
CoefGcienten e den Bedingungen (I), so erhält man für das Quadrat der Determinante 
z/ = £ + 611622 .. . 6«n den Werth 1, d. h. es ist z/*= 1, -^ == + 1? ^^oh ist dann 
für jedes fi und v von 1 bis n e^y^^Jcyf^y wenn mit e^y der Coefficient von e^y in 
der Determinante ^, oder was dasselbe, die zu 6^» gehörige erste Unterdeterminante 
bezeichnet wird. 

Ein System von n linearen Gleichungen zwischen den 2n Grössen x^^ x^y » > *, Xn, 
x'iy X2, . . ., x'ny welches entweder die Form: 

y=l y»sl yssl 

besitzt oder auf dieselbe gebracht werden kann, soll dagegen ein orthogonales genannt 
werden^ wenn die Auflösung desselben nach den x als Unbekannten, einerlei welche 
Werthe man den x zulegen mag, durch die Gleichungen: 



r=sl 


r=n 
rs=l 


r=n 

y , 

y=sl 


Prym, die Bieraann'ache Thetftformel. 
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wobei die e dieselben Grössen bezeichnen wie in {Ä^j repräsentirt wird. Die*noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Eintreten dieses Falles sind: 

/TT\ III 0, wenn ft ^ i/, 

^ ^ ^ ' ^ 1, wenn fi = v, 

man erhält sie durch dasselbe Verfahren, wie es oben zur Herstellung von (I) angegeben 
wurde; genügen die Coefficienten e den Bedingungen (II), so erhält man hier gleich- 
falls -^* «= 1, ^ = + 1 ; dagegen ist nunmehr für jedes fi und v von 1 bis w e^r = -^e^y 
Es kann der Fall eintreten, dass für ein System von n linearen Gleichungen^ 
wie es unter (^j) und (A^) aufgestellt wurde, die Bedingungen (I) und (II) gleichzeitig 
erfüllt sind. Ein solches System besitzt dann sowohl alle Eigenschaften eines involu- 
torischen, wie alle Eigenschaften eines orthogonalen Systems und soll dem entsprechend 
ein orthogonales involutorisches System genannt werden. Da aus (I) die Gleichung 
e^v == ^e^fu aus (II) die Gleichung e^r = ^o^y folgt, so müssen die Coefficienten einea 
orthogonalen involutorischen Systems nothwendig den Bedingungen: 

(E) O^y •= ßyfi , ^, r = 1, 2, . . ., n, 

genügen. Da aber anderseits durch Hinzunahme dieser Bedingungen die Gleichungen 
(I) in die Gleichungen (II) und umgekehrt diese in jene übergeführt werden können^ 
so ergibt sich, dass ein orthogonales involutorisches System auch definirt werden 
kann als ein involutorisches, dessen Coefficienten den Bedingungen (E) genügen, mit 
demselben Rechte aber auch als ein orthogonales, dessen Coefficienten den Bedingungen 
(E) genügen. 

In der Theorie der allgemeinen Thetafunctionen spielen gewisse involutorische 
und orthogonale involutorische Systeme eine grosse Rolle; im Folgenden sollen dieselben 
aufgestellt und untersucht werden. 



2. 
Die n «= d^^ Zahlencomplexe, welche aus dem Symbole: 

[«1 flf» . . . Op"! 
ßi ß% ' • ' ßpJ 

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 2'p Buchstaben a^, a^? • • •? ^p7 
ßi^ ßii ' ' -) ßp <Jcr Reihe nach die d*'* Variationen der Elemente 0, 1, 2, . . ., d — 1 zur 
2p^^ Classe mit Wiederholung treten lässt, sollen Charakteristiken genannt werden. 
Bringt man diese n Charakteristiken in eine bestimmte, willkürlich wählbare, der Ein- 
fachheit wegen mit der Charakteristik [J] = [oS- o] beginnende Reihenfolge, so kommt 
jeder dieser n Charakteristiken eine bestimmte Zahl aus der Reihe 1, 2, . . ., n als 
Stellenzahl zu, speciell der Charakteristik [^] die Zahl 1. Man bezeichne nun mit: 

Fan ___ Tai a» . . . Op-j p"! _^ pi C« • • • (}pl 

irgend zwei dieser n Charakteristiken, mit v die Stellen zahl der ersten, mit ^ die 
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Stellenzahl der zweiten und bilde aus den Elementen der beiden Charakteristiken den 
Ausdruck: 

Lässt man dann mit Rücksicht auf denselben sowohl für die Charakteristik l^j als 

auch, unabhängig davon, für die Charakteristik [m eine jede der n Charakteristiken treten, 

so erhält man im Ganzen n^ Grössen c^,, die man der besseren Uebersicht wegen in 
die folgende quadratische Tabelle zusammenstelle: 





"0" 
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• 
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0*1 
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• 




Cftn 
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• 
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• 
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Cnl ' 
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C«y 
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• 




Cnn 



Sowohl über der Tabelle wie links davon hat man sich die sämmtlichen n Charakte- 
ristiken in der gewählten Reihenfolge angeschrieben zu denken, so dass links von .e^y 
die der Stellenzahl ft und über c^y die der Stellenzahl v entsprechende Charakte- 
ristik steht. 

Das so definirte System der Grossen c besitzt dann die folgenden Eigenschaften: 

1) Für jeden Werth von ft und v ist c^y = 1, c^i = 1, Ciy= 1, c^^ = 1; 
ferner Cf^v = c7fi oder c^yC^^ = 1. 

2) Sind PI, [j.l irgend zwei verschiedene Charakteristiken, denen die Stellen- 
Wahlen ft, ft' beziehlich zukommen, und versteht man unter der Differenz PI — PJ 

dieser beiden Charakteristiken diejenige (immer von [g] verschiedene) Charakteristik PJ, 

deren Elemente für jeden Index x durch die Congruenzen Qx ^Qx — p'x, t^x ^^ (Jx — (Ti (mod. d) 
bestimmt sind, so Jiat man stets: 



Xssp X=p X=p 

Ifi -2:(ax<T,e-/»x?x) ^J I^i^x^x-ßx^x) 1^ ^i^^x^'x-ßxd'x) 

g ^ x=i :e ^ »^=1 = e ^ *=-^ : 1, 



und daher auch, wenn man die zu P„l = PI — Kl gehörige Stellenzahl mit /x", wobei 
dann immer ft.'' > 1, bezeichnet, für jeden Index vi 



^ftV • ^flir ^fl' V • -»• vvt^^x v^y Cfi'v 



Citv : Ci 



Cu"v : 1 oder c«y c«', 



"/i'V 



Man erhält daher aus irgend zwei Horizontalreihen des Systems der Grössen c immer 
wieder eine Horizontalreihe desselben, wenn man jedes Glied der einen durch das ihm 

10» 
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entsprechende der anderen dividirt, und es entspricht einer solchen auf zwei Horizontal- 
reihen bezüglichen Division stets die Subtraction der beiden den Horizontalreihen ent- 
sprechenden Charakteristiken. Dasselbe gilt auch für irgend zwei Yerticalreihen. Aus 

der letzten Gleichung c^i^c^v = c^'y folgt, da nach 1) auch cJ7v = c;^t' ist, die im 
Folgenden zur Anwendung kommende Relation: 

« 

3) Es ist: 



Man hat nämlich zunächst: 



'^ ^ n, wenn ft = 1. 






»i , . . ., Op 



wpbei die Summation in der Weise auszuführen ist, dass sämmtliche 2p Summatious- 
buchstaben a, ß unabhängig von einander die Werthe 0, 1, . . . , d — 1 annehmen, die 

Charakteristik ytj also die Reihe der n Charakteristiken durchläuft. Aendert man einen 

dieser Summationsbuchstaben, z. B. ccj^ oder /3^, um 1, ersetzt also im allgemeinen 

Gliede der die rechte Seite bildenden Summe a^ durch «^ + 1; beziehlich ßj^ durch ß^ + L, 

so wird dadurch nur die Anordnung der Summanden geändert, der Werth der Summ^ 
selbst jedoch in keiner Weise alterirt. Anderseits aber erlangt das allgemeine Glied d^r 






Summe bei Aenderung von «^ um 1 den Factor e~^ ^, bei Aenderung von /3^ um 1 

den Factor e ^ , der, da er von den Summationsbuchstaben a, ß unabhängig ist, von 

der ganzen Summe angenommen wird. Da dies*f[ir A »=s 1, 2, ...,i> gilt, so folgt^ 

dass die obige Summe den Werth besitzt, wenn auch nur eine der Grössen q, 6 von O 

verschieden ist, oder, was dasselbe, wenn f* > 1. Sind dagegen, entsprechend dem 

Falle ^ = 1, sämmtliche q^ ö gleich 0, so hat jedes Glied der Summe den Werth 1, 

die ganze Summe also den Werth n. 

4) Es ist stets: 

, , , 0, wenn fi ^ (i, 

^ f" ' ^ ^ * I /« ^ ^^ wenn (i ^^ ^i. 

Man hat nämlich mit Rücksicht auf das unter 2) Gefundene: 

wobei ^" > 1, wenn il ^ /x', dagegen ^" = 1, wenn /x = /[*'. Die rechts stehende Summe 
besitzt aber nach dem unter 3) Gefundenen den Werth 0, wenn ft."> 1, dagegen den 
Werth n, wenn f*"= 1, womit die aufgestellte (Jleichung bewiesen ist. 

Schreibt man jetzt in der zuletzt aufgestellten Gleichung statt des Buchstabens 
IL den Buchstaben v, so erhält man die Relationen: 

, , , 0, wenn /it ^ v, 

'^ . ^ n, wenn /it «= v, 
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und erkennt, dass aus den Grössen r^y, indem man eine jede derselben durch }/n«= + i/^ 
theilt, Grossen e^y hervorgehen, die als Coefficienten eines involutorischen Systems 
betrachtet werden können. Mit anderen Worten, die Gleichungen: 



ziehen immer die Gleichungen: 






nach sich, oder, was dasselbe, es können in den Gleichungen {A) und daher auch in 
allen ausschliesslich auf Grund derselben abgeleiteten Formeln, unbeschadet der Richtig- 
keit, die Grössen x mit den Grössen x' beziehlich vertauscht werden. 

Was die aus den Grössen c^y gebildete Determinante -^ = -27 + c^^ C22 . . . c»» be- 
trifft, so ergibt sich unmittelbar aus dem in Art. 1 über die Determinante eines involu- 
torischen Systems Gesagten, dass ihr Quadrat den Werth n" besitzt. 



3. 
Die n s= 2^ Zahlencomplexe, welche aus dem Symbole: 

\ 1 2 • • • *}/ 

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der q Buchstaben fj, e^y ..., Bq 

der Reihe nach die 2* Variationen der Elemente 0, 1 zur ^^ Classe mit Wiederholung 
treten lässt, sollen ebenfalls Charakteristiken genannt werden. Bringt man diese 
n Charakteristiken in eine bestimmte, willkürlich wählbare, der Einfachheit wegen mit 
der Charakteristik (0) = (0 ... 0) beginnende Reihenfolge, so kommt jeder dieser 
n Charakteristiken eine bestimmte Zahl aus der Reihe 1, 2, . . ., n als Stellenzahl zu, 
speciell der Charakteristik (0) die Zahl 1. Man bezeichne nun mit: 

{d) = (^1^2 ... £q), (rj) = (riiV2 • • • %) 

irgend zwei dieser n Charakteristiken, mit v die Stellenzahl der ersten, mit ^ die 
Stellenzahl der zweiten und bilde aus den Elementen der beiden Charakteristiken den 
Ausdruck: 

• c^v = ( — 1; 

Lässt man dann mit Rücksicht auf denselben sowohl fQr die Charakteristik (s) als 
auch, unabhängig davon, für die Charakteristik (rf) eine jede der n Charakteristiken 
treten, so erhält man im Ganzen n^ Grössen c^y, die man der besseren üebersicht 
wegen in die folgende quadratische Tabelle zusammenstelle: 
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(0) . 


..(,).. 


• • 


(0) 

• 


Cu • • 


' Civ ' ' 
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iv) 
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Cfii ' ' 


' • Cfiv ' ' 


* Cfin 


• 
• 
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Cnl ' - 




Cnn 



Sowolil über der Tabelle wie> links davon hat man sich die sämmtlichen n Charakte- 
ristiken in der gewählten Reihenfolge angeschrieben zu denken^ so dass links von c^y 
die der Stellenzahl fi, über c^y die der Stellenzahl v entsprechende Charakteristik steht. 
Das so definirte System der Grössen c besitzt dann die folgenden Eigenschaften: 

1) Für jeden Werth von ft und v ist c^y = 1, c^i = 1, Civ = 1, c^» = Cy^. 

2) Sind (ij), {r{) irgend zwei verschiedene Charakteristiken, denen die Stellen - 
zahlen ^, ft' beziehlich zukommen^ und versteht man unter der Summe (ly) + (ij') dieser 
beiden Charakteristiken diejenige (immer von (0) verschiedene) Charakteristik (iy"), 
deren Elemente fttr jeden Index x durch die Congruenz lyi' ^ee ij« + i?i (mod. 2) bestimmt 
sind; so ist stets: 



und daher auch; wenn man die zu (ri') gehörige Stellenzahl mit il\ wobei dann 
immer ^i" > 1 , bezeichnet; für jeden Index v : 

Man erhält daher aus irgend zwei Horizontalreihen des Systems der Grössen c immer wieder 
eine Horizontalreihe desselben, wenn man jedes Glied der einen mit dem ihm entsprechen- 
den der anderen multiplicirt, und es entspricht einer solchen auf zwei Horizontalreihen be- 
züglichen Multiplication stets die Addition der beiden den Horizontalreihen entsprechenden 
Charakteristiken. Dasselbe gilt auch für irgend zwei Yerticalreihen. 

3) Es ist: 

0, wenn ft > 1, 

W; wenn fi = 1, 
Man hat nämlich zunächst: 

0, 1 
, I , >^ / ^ N «i nq + «» nq—l + • • • + »2 ^1 

c^i + c^2i h c^n=^ (—1) , 

I 

wobei die Summation so auszuführen ist, dass sämmtliche q Summationsbuchstaben 
h? hy ' • ' 9 ^q unabhängig von einander die Werthe und 1 annehmen, die Charakte- 
ristik (s) also die Reihe der n Charakteristiken durchläuft. Aendert man einen dieser 
Summationsbuchstaben, z. B. f^, um 1; ersetzt also im allgemeinen Gliede der die 



Cfii + C^2 H + C/<n 
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rechte Seite bildenden Summe b^ durch £^ -{- ^^ ^^ ^i^^ dadurch nur die Anordnung 
der Summanden geändert, der Werth der Summe selbst jedoch in keiner Weise alterirt. 
Anderseits aber erlangt das allgemeine Olied der Summe bei Aenderung von £;^ um 1 

den Factor (— 1)''^— ^+i, der, da er von den Summationsbuchstaben s unabhängig ist, 
von der ganzen Summe angenommen wird. Da dies für A = 1, 2, . . ., q gilt, so folgt, 
dass die obige Summe den Werth besitzt, wenn auch nur eine der Grössen rj von 
verschieden ist, oder, was dasselbe, wenn ft>l. Sind dagegen, entsprechend dem 
Falle ft = 1, sämmtliche s gleich 0, so hat jedes Glied der Summe den Werth 1, die 
ganze Summe also den Werth n. 
4) Es ist stets: 

• 0, wenn ii > ft', 
^ f* ' ^ ^ * I f ^ ^^ wenn ^ «» ^ . 

Man hat nämlich mit Bücksicht auf das unter 2) Gefundene: 

wobei ft" > 1 , wenn fi ^ ^\ dagegen fi" = 1, wenn (i = (i\ Di« rechts stehende Summe 
besitzt aber nach dem unter 3) Gefundenen den Werth 0, wenn (i" > 1, dagegen den 
Werth n, wenn ft" = 1, womit die aufgestellte Gleichung als richtig bewiesen ist 

Schreibt man jetzt in der zuletzt aufgestellten Gleichung statt des Buchstabens 
fi den Buchstaben v, so erhält man die Relationen: 

, I , 0, wenn fi > v, 

'^ I /- 1 I ^ ^^ wenn fi = v, 

Berücksichtigt man dann noch, dass, wie schon unter 1) erwähnt wurde, Cf^^ '^ Cyfi ist, so 

erkannt man, dass aus den Grössen c^y, indem man eine jede derselben durch ]/n = + 2^ 
theilt, Grössen e^y hervorgehen, die als Goefficienten eines orthogonalen involu- 
torischen Systems betrachtet werden können. Die Gleichungen: 

W ^CiviCv = ywxi,* ^C2vXy = YnX%y . . . ., ^CnvXy=^ynXn 

vzssX y=l y=sl 

« 

ziehen daher immer die Gleichungen: 

y=sn y=n y = n 

W ^CivXy=^Ynx^, ^c%yXy^=^ynx2y . . . ., ^c„va?'r = j/na;« 

y=l y=al r^l 

nach sich, oder, was dasselbe, es können in den Gleichungen {A) und daher auch in 
allen ausschliesslich auf Grund derselben abgeleiteten Formeln, unbeschadet der Richtig- 
keit, die Grössen x mit den Grössen x' beziehlich vertauscht werden. 

Was die aus den Grössen c^^ gebildete Determinante z^ «= 27 + Cn c^g . . . c«» be- 
trifft, so ergibt sich unmittelbar aus dem in Art. 1 über die Determinante eines involu- 
torischen Systems Gesagten, dass ihr Quadrat den Werth n" besitzt. 
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4. 

Das System der im Yorigen Artikel aufgestellten Grössen c ist in gewissem 
Sinne abhängig von der für die n Charakteristiken gewählten Reihenfolge. Dasselbe 
nimmt eine ungemein übersichtliche Gestalt an^ wenn man die n Charakteristiken in 
eine gewisse, sogleich anzugebende Reihenfolge bringt, welche man nicht unpassend 
die natürliche nennen kann. 

Um die erwähnte Anordnung zu erhalten, verstehe man unter (^i), (972); • • • 7 (Vq) 
die q speciellen Charakteristiken: 

(y^) = (100 . . . 00), ((Pi) = (010 . . . 00), . . . . , {<pg) = (000 . . . Ol), 

aUgemein also unter (ipx) diejenige Charakteristik, in welcher das x^ Element den 
Werth 1 besitzt, alle übrigen dagegen den Werth haben, denke sich dann auf Grund 
der Gleichung: 

aus ((p^)y (9)2)9 • • •; (9^9) als Fundamentalcharakteristiken die sämmtlichen n Charakte- 
ristiken zusammengesetzt und ordne dieselben nach dem Schema: 

(0), (9i), I (9»). (9i) + (92), I (93)» (9i) + {93)^ {9%) + (<P8)i (9i) + (<P«) + (<P8)» I 

(94)7 (9i) + My (Vs) + (94)» 1 (<)Pi) + (9^8) + (Vs) + (94)» I (^e)/ (<Pi) + (95)» 

welches dadurch charakterisirt ist, dass für x «= 1, 2, . . ., g aus den ersten 2*~^ Cha- 
rakteristiken durch Addition der Charakteristik (g^x) zu einer jeden derselben die 
folgenden 2^~~^ der Reihe nach hervorgehen. Die durch das Schema (0) bestimmte 
Reihenfolge der n Charakteristiken soll nun die natürliche genannt werden. Bei 
ihr entspricht allgemein der Charakteristik (^^ €2 • - • ^<f) ^^^ Zahl: 

V = 1 4. f^ + f^ . 2 + ^3 . 22 ^ 1- fj • 2^' 

als Stellenzahl, speciell der Fundamentalcharakteristik (ipx) die Zahl 1 + 2*~^ . 

Unter Zugrundelegung der gewählten Reihenfolge der Charakteristiken erhält 
man die der Charakteristik (rf) entsprechende Horizontalreihe des Systems der Grössen 
c — die /[t**, wenn (i die Stellenzahl der Charakteristik (rj) ist — in der Form: 

und erkennt sofort die Analogie, welche zwischen dem Bildungsgesetze dieses Schemas 
und dem des früheren (O) besteht. Sehr einfach gestalten sich die den q Fundamental- 
charakteristiken (fpi), (92)9 • • «1 (9>q) entsprechenden Horizontalreihen; allgemein haben 

bei der, der Charakteristik (g^x) entsprechenden, 2'^'-^ + 1*"° Horizontalreihe die ersten 2«~* 
Elemente den Werth -f- 1, die darauf folgenden 2*~* den Werth — 1, die nächsten 
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2«^* wieder den Werth + 1 u. s. w. Sind diese ausgezeichneten Horizontalreihen 
einmal aufgestellt, so kann man aus ihnen ohne Mühe jede beliebige Horizontalreihe 
erzeugen, indem man berücksichtigt, dass aus zwei, den Charakteristiken (ij) , (i]') beziehlich 
entsprechenden Horizontalreihen des Systems die der Charakteristik (ij") = (ly) + (tj') 
entsprechende Horizontalreihe entsteht, wenn man jedes Glied der einen mit dem ihm 
entsprechenden der anderen multiplicirt. 

Die nachstehenden, den Werthen g = 1, 2, 3, 4 entsprechenden Systeme der 
Grossen c mögen das Gesagte veranschaulichen. Es sind dabei, der Einfachheit wegen, 
an Stelle der für die c auftretenden Zahlen +1, — 1 nur die betreflfenden Vorzeichen 
+ , — gesetzt. 



3=^1 



+ + 
+ - 



3 = 2 


+ + + + 


+ + -- 


+ - + - 


+ -- + 



3 = 3 



++++++++ 
+ + + + 

+ + + + 



3 = 4 



++++++++++++++++ 


+ + + + + + + + ^ 


+ + + + + + + + 


+ + + + + + + + 


++ — ++--++ — ++ — 


+ + -- + + - + + -- + + 


+ + : + + + + + + 


+ + + + -- + + + + -- 


+-+-+-+-+-+-+-+- 


+-+-+-+--+-+-+-+ 


+-+--+-++-+--+-+ 


+-+--+-+-+-++-+- 


+--++--++--++--+ 


+--++--+-++--++- 


+ -- + - + + - + -- +.- + + - 


+ +-++--++-+--+ 



Bezeichnet man die n Charakteristiken durch die bei der natürlichen Reihen- 
folge ($) ihnen zukommenden Stellenzahlen, so kann auch leicht eine Tabelle für die 
Addition der Charakteristiken entworfen werden. Dem Falle q = 4 z. B. entspricht 
die auf der folgenden Seite stehende Tabelle. Bei ihr ist in das der (i^^ Horizontal- 
reihe und v^^ Yerticalreihe gemeinsam angehörende Quadrat die Stellenzahl derjenigen 
Charakteristik aufgenommen, welche die Summe der den Stellenzahlen fi und v ent- 
sprechenden Charakteristiken repräsentirt. Entnimmt man dieser Tabelle jene kleineren 
in ihr enthaltenen quadratischen Tabellen, welche aus den den ersten 2, 4, 8 Horizontale 
reihen und Yerticalreihen gemeinsamen Quadraten beziehlich bestehen, so erhält man 
die den Fällen q^' l, 2, 3 entsprechenden Additionstabellen; auch erkennt man leicht, 
wie man die Tabelle fortzusetzen hat, um zu den den Fällen g = 5, 6, . . . entsprechenden 
Additionstabellen zu gelangen. 



Pbtk, die Biemann'sohe Thetaformel. 



11 
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Zwischen dem zur Zahl q gehörigen Systeme der Grössen c und der der- 
selben 'Zahl entsprechenden Additionstabelle der Charakteristiken besteht ein eigen- 
thümlicher Zusammenhang, über den man in einer Arbeit des Herrn Piichta*) das 
Nähere findet. 

Der Fall, wo q eine gerade Zahl ist; q^=^2p, hat für das Folgende eine be- 
sondere Bedeutung und soll desshalb hier noch etwas eingehender behandelt werden. 
In diesem Falle kann man nämlich an Stelle der einreihigen Charakteristiken zwei- 
reihige einführen, indem man bei den Charakteristiken (e^ fg • • • ^2i>)? (ViVi • • • Vip)' 



} ^2p = ^1; 



^p-\-l ~~ ^py ^pH-2 ""*" fp— 1> • • • 
%+l = Vpf Vp+2 = Vp-l) • • • 

setzt und dann: 

{Si,..Sp6j,...si) durch [|r;"'fj, (rj^ . . . rjpyfp . . ,ri\) durch [J^*.''jH 



*) Puchta, Ein Determinäntenlatz und seine Umkehrung. Denkschriften der math.-naturw. 
Classe der Wiener Akademie, Bd. XXXVIII, 1878. Yergl. auch: Nöther, Notiz über eine Classe sym- 
metrischer Determinanten. Math. Annalen, Bd. XVI, pag. 561. Ebenso: Gegenbauer, Ueber eine specielle 
symmetrische Determinante. Sitzungsberichte der math.-naturw. Classe der Wiener Akademie« 
Bd, LXXXII, 1880. 
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ersetzt. Mit Rücksicht hierauf nimmt jetzt der für c^^ aufgestellte Ausdruck die 
Gestalt: 

c,, = (- 1)"-^ 

■ 

an, und die 2j) Fundamentalcharakteristiken (^i), (^g), . . ., (^^ ) erhalten, wenn man 
das i/-malige Nacheinandervorkommen der Verticalreihe \ durch (J)" bezeichnet, die Form: 

[9i]=[i(2)^'], W =[J!J(S)'^*], . . . ., [9,] =[(S)^»J], 

[9* j = [? (ü)^'L [«»«p-i] - [ü ; (S)^*] , . . . ., [9>p+i] = [(s)^^n- 

Nennt man eine Charakteristik I * *f J gerade oder ungerade, je nachdem 

2; fy hy 'EEL (mod. 2), oder Z By «i ^: 1 (mod. 2) ist, so kann man bei der gewählten Reihen- 

folge der Charakteristiken leicht die den ungeraden Charakteristiken entsprechenden 

Stellenzahlen angeben. Lässt man nämlich die Charakteristik ! f die auf- 

gestellte Reihe der 2*' Charakteristiken durchlaufen , so nimmt der Ausdruck 
( — i)*'*» + *««>H l-»p*p ^ej, Reihe nach dieselben Werthe an, wie der zur Zahl 2=1> 
gehörige Ausdruck c^^ = (— 1)** ''/» + *« ''^-*^""*"^ 'i»*^», wenn der Doppelindex ftv sich 
80 ändert, dass der Reihe nach die Grossen Cn, . , ., Ci«, c^, . . ., C2n, . . . ., Cni, . . ., c««; 
n = 2Py entstehen. Um also die Stellenzahlen zu finden, die bei der natürlichen 

Reihenfolge der Charakteristiken von der Form. I ! / J den ungeraden Charakte- 

ristiken zukommen, nehme man das dem Falle q=p entsprechende quadratische System 
der Grössen c und bringe durch Aneinanderfügen der n Horizontalreihen desselben 
die Grössen c in eine einzige Horizontalreihe, so dass in dieser allgemein c^,v an 

(ft — 1) w + v^ Stelle steht; dann sind die Stellenzahlen, welche den den Werth — 1 
besitzenden Grössen c zukommen, zugleich diejenigen, welche den ungeraden Charakte- 
ristiken von der Form II f J bei der natürlichen Reihenfolge entsprechen. Beispiels- 
weise findet man aus der oben für ^ «= 2 aufgestellten Tabelle, dass den ungeraden 
Charakteristiken von der Form [^^I ^.\ in der natürlichen Reihenfolge die Stellenzahlen 
7, 8, 10, 12, 14, 15 zukommen. 



5. 

Das am Ende des Art. 3 aufgestellte System linearer Gleichungen (Ä) soll 
jetzt ausschliesslich unter der Voraussetzung, dass q gerade vst, q »» 2p j weiter behandelt 
werden. Dabei sollen durchweg an Stelle der einreihigen Charakteristiken die am 
Schlüsse des vorigen Artikels aufgestellten zweireihigen eingeführt werden, unter Bei- 
behaltung der im Früheren festgesetzten natürlichen Reihenfolge. 

n* 
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Unter dieser Yorau&setzung nimmt das System (Ä) die Gestalt: 



(S) 2^%^ = C^l a^i H f- C^yXy H Vc^inXnj ' n = 2*^, 



an, wobei allgemein: 

ist, wenn [f] = L* / J ^^^ [^1 = 1 J iM ^ii^Jcnig^Ji Charakteristiken sind, welche in 

der natürlichen Reihenfolge v und ft beziehlich als Stellenzahlen besitzen, so dass also das 
System der Coefßcienten c dargestellt wird durch das der Zahl g «=» 2j> entsprechende, 
aus den Zahlen -|- 1, — 1 gebildete quadratische Schema, dessen Entstehung im Vorigen 
auseinandergesetzt wurde. 

Das aufgestellte Gleichungensystem iß) ist für die Theorie der allgemeinen 
Thetafunctionen von fundamentaler Bedeutung und soll daher jetzt eingehender untersucht 
werden. Zu dem Ende empfiehlt es sich eine andere Bezeichnung einzuführen. Allgemein 
repräsentire man Xy durch x^^^^ x^, durch X\tij wenn [«], [i^], wie oben, die den Stellen- 
zahlen Vy fi in der natürlichen Reihenfolge entsprechenden Charakteristiken sind, und 
führe gleichzeitig, nachdem man zur Abkürzung: 

x=/> 

27 (»x V'x + ''x1x) _ , _ 

gesetzt hat, an Stelle von c^ > den Ausdruck (— 1)^*' ' ^''' ein. Die ft*® Gleichung des 
obiien Systems nimmt dann die Form: 

an, wobei die Summation über alle Terme zu erstrecken ist, die aus dem allgemeinen 
Gliede entstehen, indem man an Stelle von [c] nacheinander sämmtliche 2^^ Charakte- 
ristiken in der natürlichen Reihenfolge treten lässt. Aus dieser Gleichung gehen dann 
die sämmtlichen n Gleichungen des Systems (8) hervor, indem man für [r^] nach- 
einander die sämmtlichen 2^^ Charakteristiken in der natürlichen Reihenfolge setzt. 
Da von jetzt an bis zum Schlüsse der Arbeit nur noch zweireihige, aus den 
Zahlen 0, 1 als Elementen zusammengesetzte Charakteristiken auftreten, so kann für 
diese, ohne dass dadurch ei;i Missverständniss zu befQrchten wäre, eine abgekürzte Be- 
zeichnung eingeführt werden. Mit Rücksicht auf das schon oben angewandte Zeichen 
[e] sollen weitere der 2*^ Charakteristiken durch Zeichen fixirt werden, welche aus [e] 
dadurch entstehen, dass man entweder verschiedene Buchstaben oder denselben Buch- 
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staben mit verschiedenen Indices an Stelle von £ in die Churakteristikenklammer setzt; 
die Charakteristik [J J : ; : J] möge durch das Zeichen [0] reprasentirt werden. Ferner 
soll dann die Summe [e] -f- W\ irgend zweier Charakteristiken [e] und [rß abgekürzt 
durch [erj], und entsprechend eine aus mehreren Charakteristiken zusammengesetzte 

Summe von der Form [«] + ['?] + ••• + [^] ^^^^ [^i] + [^2! + • • • + [^r] abgekürzt 
durch [eri . . . €0] oder [f^ £2 • < • ^r] beziehlich bezeichnet werden. Dabei ist nicht zu ver- 
gessen, dass nach früherer Definition [a] -|~ [v]f ^^^ j^^^t also [bti], diejenige Charakte- 
ristik [S] aus der Reihe der 2^^ Charakteristiken bezeichnet, deren Elemente ^, ^ für 
X — 1, 2, . . ., i) durch die Congruenzen fx ^ £x + ^k, Ji e=£ «x + rf^ (mod. 2) be- 
stimmt sind. 

Unter Anwendung dieser Abkürzungen lassen sich die Gesetze, denen die 

Symbole von der Form ( — 1) gehorchen, leicht fixiren. Man hat nämlich: 

.(-if '•"==(_ if'''> (_if' ^»^=. + 1, (_if' "= + 1, 

Der einfacheren Schreibweise wegen sollen von jetzt an bei diesen Symbolen die Cha-, 

rakteristikenklammern unterdrückt werden, so dass beispielsweise ( — 1) an Stelle von 

(— 1) , (— 1) an Stelle von (— 1) tritt. 

Noch sind einige Definitionen für das Folgende nothig. Irgend m Charakte- 
ristiken, unter denen die Charakteristik [0] nicht vorkommt, sollen linearunabhängig 
genannt werden, wenn keine der Summen, die man aus ihnen als Summanden bilden 
kann, der Charakteristik [0] gleich ist. Bildet man aus m linearunabhängigen Cha- 
rakteristiken [fj, [fg], . . ., [€m\ alle Summen von je 2, 3, . . ., m derselben, nimmt auch 
zu den so entstandenen Charakteristiken die m Charakteristiken [^J, [e^], . . ., [cm] selbst 
und die Charakteristik [0] noch hinzu, so erhält man im Ganzen 2"^ Charakteristiken: 

[0]; [«,]; I [fg]; [^1 «2] » I feL [fi h]> [^2 h^y [^1 h «3]» I M; [«1 «J; 

von denen keine zwei einander gleich sind. Ein in dieser Weise gebildetes System 
von Charakteristiken besitzt dann die Eigenschaft, dass es, abgesehen von der Reihen- 
folge seiner Charakteristiken, stets in sich selbst übergeht, wenn man zu allen in ihm 
enthaltenen Charakteristiken eine beliebige derselben addirt,' und es kann dasselbe auch 
umgekehrt durch diese Eigenschaft definirt werden. Bilden nämlich r Charakteristiken 
ein System von der erwähnten Beschaffenheit, und bezeichnet man mit m die grösste 
Anzahl von linearunabhängigen Charakteristiken, die man aus demselben herausgreifen 
kann, entsprechend mit [^J, [£2], . . ., [tm] solche m herausgegrifi'ene linearunabhängige 
Charakteristiken, so stellen diese m zusammen mit den Summen von je 2, 3, . . ., m der- 
selben im Ganzen 2"* — 1 der r Charakteristiken dar, und es kann ausser diesen 2"* — 1 und 
der Charakteristik [0], die der Definition zufolge auch in dem Systeme enthalten sein 
muss, keine weitere Charakteristik mehr darin vorkommen, da im anderen Falle aus 
den r Charakteristiken mehr als m linearunabhängige herausgegriffen werden könnten: 
Die Zahl r muss daher mit der Zahl 2^' übereinstimmen, und das System dieser 2^ Cha- 



- 86 - 

rakterisüken ist von derselben Art; wie das vorher betrachtete, insofern als es sich 
mit Hülfe der Charakteristiken [ii], [^], ..., [im] in derselben Weise aufbauen lässt, 
wie dieses mit Hülfe der Charakteristiken [«J, [62] y • • •; [£m]- Jedes derartige 
System von 2^ Charakteristiken soll nun ein zur Zahl m gehöriges vollständiges 
System genannt werden, insofern als dasselbe auch dadurch definirt werden kann, dass 
jede Summe, welche man aus Charakteristiken desselben bilden kann, ebenfalls in ihm 
vorkommt. Wie leicht ersichtlich, kann man aus einem zur Zahl m gehörigen vollständigen 
Systeme auf mehrere Weisen m linearunabhängige Charakteristiken auswählen; jedes 
solche System von m Charakteristiken soll eine Basis des vollständigen Systems 
genannt werden. Da es im Ganzen nur 2'^ verschiedene Charakteristiken gibt, so kann 
m niemals grösser als 2p sein; zur Zahl m = 2p gehört nur ein vollständiges System, 
dasjenige, welches alle 2'^ Charakteristiken enthält; die im vorigen Artikel mit 
[f'i]; [9^9] 9 • • -7 [Vip] bezeichneten zweireihigen Charakteristiken bilden eine Basis desselben. 
Nach diesen Vorbereitungen gehe man auf die für eine beliebige Charakte- 
ristik [rß geltende Formel: 

(^ 2'«r,l=2'(-l)"''«^.] 

zurück und setze darin an Stelle von [ijj der Reihe nach die 2"^ Charakteristiken: 

indem man unter [rji] wieder eine beliebige Charakteristik, unter [a^], [a^], . . ., [aj 
dagegen die 2*" Charakteristiken eines zur Zahl m gehörigen vollständigen Systems 
versteht, welches die m Charakteristiken [aj, [a^], . . ., [a^] als Basis besitzen möge 
und nach dem Schema: 

[0]> My I K]; [«1 ««]; I W; K «sl» [«2 «s]> [«1 «« «3]; I [«J. [«1 «iJ» 

geordnet sein soll. Multiplicirt man dann die so entstandenen Gleichungen mit 

(—1) \ ( — 1) , • • ., ( — 1) '^ beziehlich, indem man unter [g] ebenfalls eine 
ganz beliebige Charakteristik versteht, und addirt dieselben, so erhält man zunächst 
die Gleichung: 

da: 

(-ir''-+(-if'v--+(-ir'"'=[i+(-if'l • . • [i+c-i)'''""] 

ist. Eine jede der m Grössen (— 1) ';*-•; (— 1) ^ '"> die in dem letzten Producte 
vorkommen, kann nur den Werth + 1 oder den Werth — 1 haben, und es hat daher 
das genannte Product nur dann einen vpn Null verschiedenen Werth, und zwar den 
Werth 2^, wenn die m angeführten Grössen sämmtlich den Werth + 1 besitzen, oder, 
mit anderen Worten, wenn die betreffende Charakteristik [s] die Bedingungen: 
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erfüllt. Alle diesen Bedingungen genügenden Charakteristiken [£] erhält man aber, 
indem man zu den sämmtliehen Lösungen [$] des Gleichungensystems: 

(_iy''-' = + i, (_i/'-= + i, . . . ., (_!/""" = + 1 

die Charakteristik [Q addirt. 

Da die m Charakteristiken [aj, [aj, . . ,, [am] linearunabhängig sind, so gibt 
es, nach der Lehre von den linearen Congruenzen*), unter den sämmtliehen 2^^ Cha- 
rakteristiken im Ganzen 5 = 2^^""'" Charakteristiken, von denen jede, an Stelle von g 
gesetzt, den aufgestellten Gleichungen genügt, und von denen eine immer die Charakte- 
ristik [0] ist. Dieselben sollen in einer später festzusetzenden Reihenfolge mit: 

[6,], [6J, . . . , [6.}, s = 2»^-»», 

bezeichnet werden. Berücksichtigt man dann, dass die Summe [bxh^i] irgend zweier 
dieser Charakteristiken ebenfalls eine Lösung der aufgestellten Gleichungen ist, also gleich- 
falls dem Systeme der Charakteristiken [i] angehört, so erkennt man, dass die 2^^^^ 
Charakteristiken [5] ein zur Zahl 2p — m gehöriges vollständiges System bilden. 

Nachdem dieses festgestellt, bezeichne man mit [ß^], [ß^], . . >, [ß2p^m] eine 
Basis dieses Systems und fixire die 2^p—"^ Charakteristiken desselben in der Reihenfolge: 

[0], [^,],|[ft], [ßiß,],\[ß»], [AM, [/J*A], [ßiß,ß,]A[ß*\> [ßiß*l . • . • 

durch die schon oben eingeführten Symbole [tj, [feg], . . ., [&,]. Da je 2jp— -m linear- 
unabhängige Charakteristiken [b] und nur solche 2p — m eine Basis des Systems bilden, 
so reducirt sich mit Rücksicht auf die vorhergegangene Definition der Charakteristiken 
[b] die Bestimmung einer Basis des Systems auf die Bestimmung von 2p — m linear- 
unabhängigen den Gleichungen: 

genügenden Charakteristiken [|] = [/3J, [ß^]^ . . ., [ß^p^m]- 
Bildet man jetzt die 2^^""^" Charakteristiken: 

so repräsentiren dieselben nach dem vorher Bemerkten die sämmtliehen Lösungen des 
oben für [e] aufgestellten Gleichungensystems. Auf der rechten Seite der früheren, aus 
(F) abgeleiteten Gleichung bleiben daher nur diejenigen Glieder stehen, für welche 
[f] = [g6J, [562]; • • '} K^J ist, und man erhält so schliesslich nach einfacher Um- 
formung die neue Gleichung: • 




(iO 2--» Z (- 1) " ' «rV,i = (- 1) ' ' ^ (- 1) " ^.f »ai • 

In dieser Gleichung {¥) kann nun sowohl för [1;] wie für [g] «ine jede der 
2*^ Charakteristiken gesetzt werden. Es entstehen aber auf diese Weise im Ganzen 
nur 2^^ verschiedene Gleichungen, wie die folgende üeberlegung zeigt. 

*) Yergl. hierzu: ¥robeni%nA, Ueber dae Additionstheorem der Thetafunctionen mehrerer 
Variabein. Crelle's Joiirnal, Bd. 89, pag. 190, Satz I. 
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Mau ergänze zunächst das System der m Charakteristiken [aj, [a^ly . . ., [cc,n\ 
durch Hinzunahme von 2p — m, auf mehrere Weisen bestimmbaren, Charaikteristiken 
[ai], [«2], . . .; Wip^m] zu einem Systeme von 2p linearunabhängigen Charakteristiken, 
entsprechend das System der 2p — m Charakteristiken* |j5J, [ß^ly . . ., [ßip-^m] durch 
Hinzunahme vom m passend gewählten Charakteristiken [ß>i\y [ßi], . . ., [ß^m\ gleich- 
falls zu einem Systeme von 2p linearunabhängigen und bilde dann sowohl das zu 
[«1]; [««]; • • '9 [aip-m] »Is Basis gehörige vollständige System: 

[0], [ai], I [«iL [aia2],|[a3]; [ai«3], [«ia's], [aiaUs], | [«i], [«lai], .... 

dessen Charakteristiken in der vorliegenden Reihenfolge mit: 

[al], [a4], . . ., K], 8 = 2^^—, 

bezeichnet werden sollen, wie auch das zu [/Ji], [/J2], . - ., [ß'm] als Basis gehörige voll- 
ständige System: 

[0], [^iiJLÄJ, [^i^i],|[/Ji], [ßiß^], [ß2ß^s], [^i^i^i],|[/5;], [Ä^i], .... 

dessen Charakteristiken in der vorliegenden Reihenfolge mit: 

bezeichnet werden sollen. Da sowohl die 2p Charakteristiken [aj, [a^], . . ., [a,„], 
[«i], [ai], ...; [f^ip-m] als auch die 2j9 Charakteristiken [/SJ, [/3J, ! . ., [/Jsp-m], 
[/Si], [/jy, . . ., [/3m] eine Basis desjenigen vollständigen Systems, welches alle 2^^ Cha- 
rakteristiken enthält, bilden, so erhält man sämmtliche 2*^ Charakteristiken, und zwar jede 
nur einmal, sowohl, wenn man in der Summe [axax], als auch, wenn man in der Summe 
[6.1 K] die Zahl x die Werthe 1, 2, ^ . ., r und unabhängig davon die Zahl l die Werthe 
1, 2, . . ., 6' annehmen lässt. Berücksichtigt man nun, dass sowohl beim Uebergange 
von [rj] in [lya^] wie auch beim Uebergange von [g] in [ih] die Formel (JP'), ab- 
gesehen von der Anordnung der Summanden und einem im ersten Falle hinzutretenden, 
allen Gliedern gemeinsamen Factor, wieder in sich selbst übergeht, so erkennt man, 
dass einerseits [1^] == [axoi] dieselbe Formel wie [i^J == [ai], anderseits [g] = [hK] die- 
selbe Formel wie [gj =«= [K] liefert, und dass man daher sämmtliche in (F') enthaltenen 
speciellen Gleichungen gewinnt, wenn man an Stelle von [17] der Reihe nach die Charakte- 
ristiken [ai], [Oi], . . ., [a«] und unabhängig davon an Stelle von [g] der Reihe nach die 
Charakteristiken [b[], [6i], . . ., [K] treten lässt. Das System dieser rs «= 2^^ Gleichungen 
soll mit (S') bezeichnet und der Einfachheit wegen durch: 




(&") 2^-«^ (- 1) ' ■ "^ 0^:,., . ] = (- 1) ' «^ (_ 1) - «^ ^.,^,^, , 

OC ^^ X, ^, • • •, / , A " X, i^ , • • •, o, 

fixirt werden. 

Mit Rücksicht auf spätere Untersuchungen mag hier noch bemerkt werden, 
dass dasselbe System von Gleichungen, abgesehen von der* Aufeinanderfolge der Glei- 
chungen und der Anordnung der einzehien Glieder in denselben, ebenfalls erhalten 

wird, wenn man, unter [rj], [^] zwei beliebig gewählte feste Charakteristiken verstanden, 
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m,(F') an Stelle von [rß der Reihe nach die Charakteristiken [fjai], [fj(h], . . ., [rjOt] 
setzt und dann in jeder so entstandenen Formel an Stelle von [g] der Reihe nach die 

Charakteristiken [ffc'i], K6i], . . ., (SK] treten lässt 

Die 2*^ Gleichungen des Systems {S') können in s «= 2^^"»" Gruppen von je 
r = 2^ Gleichungen eingetheilt werden, indem man zu einer Gruppe alle diejenigen 
Gleichungen zusammenfasst, für welche A denselben Werth besitzt, und die sich daher 
nur durch verschiedene Werthe von x unterscheiden. In einer solchen Gruppe treten 
auf der linken Seite jeder Gleichung immer dieselben 2"» Grössen x auf, jedesmal 
mit anderen Vorzeichen + versehen, wahrend irgend zwei rechte Seiten dieser Gleichungen 
niemals eine Grösse x gemeinsam haben, und die rechten Seiten zusammengenommen 
demnach die sammtlichen 2^^ Grössen x, aber jede nur einmal, enthalten. Aus jeder 
solchen Gruppe kann man dann durch passende Verbindung der ihr angehörigen 
Gleichungen rückwärts diejenigen 2"» Gleichungen des ursprünglichen Systems (5) er- 
halten, deren linke Seiten, abgesehen von dem Factor 2^", von den auf den linken Seiten 
der Gleichungen der Gruppe vorkommenden Grössen x gebildet werden, und die auch 
ausschliesslich bei der Herstellung der Gleichungen der Gruppe auf Grund der Formel (F) 
in Betracht kommen. Entsprechend kann das ganze System (S') das ursprüngliche 
System (5), aus dem es abgeleitet wurde, in jeder Hinsicht ersetzen, insofern als man 
durch passende Verbindung der 2*^ Gleichungen des Systems (iS^) rückwärts wieder 
die 2^P Gleichungen des Systems (8) erhalten kann. Das System (S) selbst kann als 
ein specielles, dem Werthe m «= entsprechendes System {S') angesehen werden. 

Wie aus der durchgeführten Untersuchung hervorgeht, ist das System (S'), 
wenn man von der Aufeinanderfolge der Gleichungen und der Anordnung der Glieder 
in denselben absieht, vollständig bestimmt, sobald das System der 2"^ Charakteristiken 
[^il; [^3] 9 • • 'y [^]} ^^ ^^^ Repräsentant eines beliebigen zur Zahl m gehörigen voll- 
ständigen Systems angesehen werden kann, fixirt ist. Da aber auch umgekehrt zu 
jedem Systeme {S") sich nur auf eine Weise 2"», w ^ 2|>, Charakteristiken bestimmen 
lassen, welche die Rolle der 2"* Charakteristiken [aj, [o^], . . ., [Or] übernehmen können, 
so folgt, dass die Anzahl aller möglichen Systeme {S') mit der Anzahl aller möglichen, 
zu den Zahlen 0, 1, 2, . . ., 2p gehörigen, vollständigen Systeme von Charakteristiken 
übereinstimmt. Handelt es sich um die wirkliche Herstellung der verschiedenen Systeme 
(S'\ so sind dazu noch Betrachtungen über die Beziehungen der Charakteristiken unter- 
einander erforderlich, Betrachtungen, wie sie auf Grund der Lehre von den linearen 
Congruenzen fQr specielle Fälle Herr Frobenins in seiner schon mehrfach citirten Arbeit 
angestellt hat. Die vollständige Durchführung dieser Untersuchungen für den Fall 
p = 2 findet sich in der schon in der Einleitung erwähnten Arbeit des Herrn Kremer. 



6. 

In den Untersuchungen des vorigen Artikels bezeichneten die x, x Grössen, 
welche den .Gleichungen (S) genügen mussten, im Uebrigen aber willkürlich gew:ählt 

PBTKf die Riemann'iche Thetaformel. 12 
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werden konnten. Es soll jetzt das System {S) unter der Voraussetzung untersucht 
werden^ dass gewisse der Grössen x, deren zugehörige Charakteristiken einer be- 
stimmten Bedingung genügen^ den Werth Null haben. Den Anlass zu dieser Specialisirung 
des Systems (5) geben; wie im Schlussartikel sich zeigen wird, die Eigenschaften der 
zu den hyperelliptischön Integralen gehörigen Thetafunctionen, und entsprechend bilden 
die bei der Betrachtung der hyperelliptischen Integrale auftretenden , in der Torher- 
gehenden Arbeit ausführlich behandelten Gharakteristikensysteme die zur Untersuchung 
des specialisirten Systems {S) hinreichenden Hülfsmittel. Hier mögen Ton diesen 
Gharakteristensystemen diejenigen Eigenschaften , welche für das Folgende in Betracht 
kommen, noch einmal kurz angeführt werden. 

Die in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegte Fläche T sei auf eine 
der möglichen Weisen durch p Querschnittpaare a, b und p — 1 HOlfslinien c in eine 
einfach zusammenhangende Flache T" zerlegt; auch seien die der gewählten Zerlegung 
entsprechenden p Normalintegrale u^, u^y . • .; Up gebildet Dieselben sind bis auf 
additive Gonstanten bestimmt durch die Bedingungen, dass allgemein der Periodicitäts- 
modul von u^ am Querschnitte a^ den Werth ni besitzt, die Periodicitätsmodulen von 
u^ an allen übrigen Querschnitten a den Werth haben. Bezeichnet man den in 
Folge dieser Bedingungen ebenfalls bestimmten Periodicitätsmodul der Function u^ am 
Querschnitte b^' mit a^/, so besteht für jedes ft und ^i von 1 bis p die Relation 
a^^. OS a^'^. Was endlich die noch willkürlichen additiven Gonstanten betrifft, so sollen 
dieselben durch die Bedingung bestimmt werden, dass eine jede der p Functionen u in 
dem Yerzweigungspunkte a^pj^i verschwinde* Das auf diese Weise vollständig be- 

stimmte System der p Integrale u^ welches früher zur Abkürzung mit jf (du) bezeichnet 

wurde, geht dann jedesmal in ein System correspondirender Halber seiner Periodici- 
tätsmodulen über, wenn man an Stelle von z, s einen der 2p -^2 Yerzweigungs- 
punkte a^y «2, . . ., ^%p-\-ii «8p+2 treten lässt, und liefert schliesslich, wenn man die 
dem 1/^, zum Yerzweigungspunkte a^ gehörigen, Systeme correspondirender Halber der 
Periodicitätsmodulen entsprechende Gharakteristik mit [J.^] bezeichnet, ein System von 
2p + 2 Gharakteristiken: 

[^,], [^], : . ., vA,p+{\, [0], 

welches die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1) Yersteht man unter [Afj^j {A^ irgend zwei der Charakteristiken [A^y 

[-4,], . . ., {A%pj^{\y so ist stets (— 1) '* * •= — 1. 

2) Zwischen den 2p -{- 1 Gharakteristiken \A\ besteht nur die eine lineare 
Relation \A^ + \A^ -j + [J.2p+i] ■= [0], so dass also je 2p derselben linear- 
unabhängig sind. 

3) Bezeichnet man mit [x] die Summe der unter den [A\ vorkommenden un- 

n 

geraden Gharakteristiken, mit ^[^] eine Summe von n der Gharakteristiken [^], so 
lässt sich jede der 2^^^ überhaupt ezistirenden Gharakteristiken immer und nur auf eine 

n 

Weise in die Form [x] -f- 2^[Al\, **<i^; bringen, und es sind dann die den Formen: 
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[x]-\^Z*[A], [h] + 2[A], ^=-0,1,2.... , 

entsprechenden Charakteristiken gerade, die den Formen: 

M + £[A] , M + ^'[A] , ^ - 0, 1. 2. ... , 

entsprechenden Charakteristiken ungerade. 

Substitairt man jetzt in der die Function 'd'Ci^lfv]) darstellenden Reihe, bei 
welcher die Gonstanten a^^' nur den für die Convergenz der Reihe nothwendigen Be- 
dingungen unterworfen sind, allgemein 'an Stelle von a^^* den Periodicitatsmodul a^^* 
der Function u^ am Querschnitte &^' und lässt dann an Stelle der Charakteristik [ri\ 
der Reihe nach die sämmtlichen 2^^ Charakteristiken treten, so erhält man ein System 
von 2^^ speciellen ^-Functionen, welches (wie ich in Art 12 meiner schon pag. 59 
citirten Arbeit nachgewiesen habe) die Eigenschaft besitzt, dass für (t;) »> (0) nicht 
nur die in dem Systeme enthaltenen, den ungeraden Charakteristiken entsprechenden, 
ungeraden Functionen verschwinden, sondern auch von den noch übrigen, den geraden 

Charakteristiken entsprechenden, geraden Functionen alle diejenigen, deren Charakte- 

p 

ristiken nicht in der Form [x] r|- 2^ [A\ darstellbar sind; mit anderen Worten, es ist 

stets 0'[x+2;4]([0J = 0, wenn n<|), während ^\x+SÄ\^)j inuner einen von ver- 
schiedenen Werth besitzt. 

Mit Rücksicht auf dieses System von speciellen d- Functionen und auf die später 
zu machenden Anwendungen sollen jetzt die in (ß) vorkommenden Grössen x der 

Bedingung unterworfen werden, dass alle diejenigen von ihnen den Werth Null besitzen, 

p 
deren Charakteristiken nicht in der Form [x] -f- 27 {Ä\ darstellbar sind. Erfüllen die 

Grossen x diese Bedingung, ist also immer: 

n 

«[,1 •= 0, wenn [ij] = [x] + £ \A], « <p, 

SO lässt sich mit Hülfe der Formel {F') eine jede der (2|) + ^)p Grössen x, deren 

p 
Charakteristiken in der Form [x] -|- 27 [A] enthalten sind, auf 2 . 2*^ Weisen durch je 

^ der Grössen x linear ausdrücken. Die Herleitung der betreffenden Gleichungen 
bildet das Ziel der folgenden Untersuchung. 

Setzt, man in der Formel {F) m=p, so wird 5 = ^ = 2*^, und es entsteht 
die Formel: 

Da nach Früherem das den Ausgangspunkt bildende Gleichungensystem (S) ein in- 
volutorisches ist, so können in allen aus ihm abgeleiteten Gleichungen die Grössen x 
mit den Grössen x' beziehlich vertauscht werden. Führt man diese Vertauschung in 
der Formel (Fi) aus und lässt zugleich die Symbole [17], [g], die beliebige Charakte- 
ristiken bezeichnen, ihre Plätze wechseln, so erhält man die weitere Formel: 

12* 



r 
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fi»o , , -n'I* V r_ '^'''''' 



(Fi) ^ (- 1) ' * *E,».] ■= (- 1) ' \^ (-1) ' *«Cta,], r-2'. 



Aas den Formeln (JPi); (f^) lassen sich nun durch passende Bestimmung der in ihnen 
vorkommenden Charakteristiken die erwähnten Gleichungen erhalten. 

Zu dem Ende bezeichne man zunächst die 2p 4~ ^ Charakteristiken: 

in irgend welcher Reihenfolge mit: 

und bilde das zu den- Charakteristiken [aj, [ocg], . . ., [ofp] — die der gewählten Be- 
zeichnung zufolge als p aus den Charakteristiken [ J.] willkürlich herausgegriffene angesehen 

werden können — als Basis gehörige vollständige System, dessen 2^ Charakteristiken in 
gewohnter Weise mit [aj^ [Og]; ..., \_a^ bezeichnet werden sollen. Identificirt man 
dann in den Formeln (i^)^ (JF2) die vorkommenden Charakteristiken [a^], [a^]; . . .^ [Or] 

mit den soeben gebildeten, so sind nach dem Früheren für die 2^ Charakteristiken 

[&J; \b^^ . . ., [&r] die ^ Charakteristiken desjenigen vollständigen Systems zu setzen, 
welches auf ^ linearunabhängigen den Gleichungen : 



genügenden Charakteristiken [|] = \fi^^ \?%i} • • •> \.^p^ ^^^ Basis aufgebaut werden kann. 

A \ A t 

Berücksichtigt man nun, dass wegen ( — 1) '* * = — 1 auch stets (— 1) '* " = — 1 ist, 
wenn ft, v irgend zwei verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., 2jp -f- 1 be- 
zeichnen, und dass zwischen den Charakteristiken \u\ nur die eine lineare Relation 
[^1] + [^] -f- • • • + [«2p+i] = [0] besteht, so erkennt man, dass die Charakteristiken: 

[ft] = fe+i «»P+l] j [/'s] = [«P+a «2p+l] ;••••> [Ä>] = [««1» «2p+l] 

jp linearunabhängige Lösungen [|] der soeben aufgestellten Gleichungen sind. Die ^ 
Charakteristiken des auf ihnen als Basis aufgebauten vollständigen Systems sind daher 
die gesuchten Charakteristiken [&J, \b^^ . . ., [&r]; und man sieht zugleich, dass die- 
selben auch dadurch erhalten werden können, dass man aus den Charakteristiken 
[op^-i], [crp4.2]; .'. .; [^sp+i] &1^? Summen, welche eine gerade Anzahl dieser Charakte- 
ristiken enthalten, bildet und die Charakteristik [0] noch hinzunimmt. 

In der Formel {F^ und unabhängig davon in der Formel {F%) bezeichneten 
[^]; [S] beliebige Charakteristiken. Setzt man jetzt, nachdem die Charakteristiken [a] 
und [&] in angegebener Weise bestimmt sind, weiter: 

so lässt sich für (» > 1 jede Charakteristik [ija^] = [xa^aj . • . ofpa^]^ da \a^ eine Summe 

gewisser der Charakteristiken [aj, [a^]; • . •, [«p] ist, in die Form [x] -f- -S [a], n ^p — 1, 
bringen, jede Charakteristik [i}&^] = [xctjag . . . ap&^], da \b^ sich aus einer geraden 
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Anzahl der Charakteristiken [c^p+i]; [^p+sj^ •••9 l^ip-hi] zusammensetzt ^ in die Form 

M + 2J [«], n>p + 2, aber auch wegen [aj + W -| h [«»jo+i] *" [0] in die 

Form [«] + -^^W; w<jp — 1, und es verschwinden daher auf den linken Seiten der 
Gleichungen (Fi), (Fi) in Folge der über die x gemachten Voraussetzung alle 
Grossen affi^ap] und a;[,,A 3, för welche p > 1 ist, während die dem Werthe (> «» 1 ent- 
sprechenden Grossen a;f,a,] und x[^b,if wegen [aj = [JJ = [0], beide in x[xa^a^ . . .a^] über- 
gehen. Aus den Formeln (JF^), {F2) gehen auf diese Weise, wenn man schliesslich 
noch der einfacheren Schreibweise wegen die Charakteristik [xa^cc^ ... Op] mit [i^J 
bezeichnet, so dass also: 

ist, die Gleichungen: 

(ßi) ^M = -^ (— 1)"^ ' *^ ^[C6p] , 



r 




(öa) a?[,o] — ^ '(— 1)'*' ''^ ^[Ca.] 

hervor, und es kann dabei, da [aj, [a^], . . ., [a^] jp aus den 2p -\- 1 Charakteristiken 
[Ä] willkürlich herausgegriffene bezeichnen, x[yf^ als Repräsentant einer beliebigen der 
(2p -}- l)p nicht verschwindenden Grossen x angesehen werden. 

In den beiden Formeln (Q^), (G^) kann nun endlich für [^] jede beliebige Cha- 
rakteristik gesetzt werden; es entstehen aber, wie früher gezeigt wurde, aus jeder 

Formel im Ganzen nur 2^ verschiedene Gleichungen, wenn man an Stelle von \t] der 

Reihe nach alle 2^^ Charakteristiken treten lässt. In Gemässheit der im vorigen Artikel 
angestellten Untersuchung gewinnt man die in (G^) enthaltenen Gleichungen, indem 
man p Charakteristiken [^1], .[/Ss], . . ., [ß^] Bestimmt, die zusammen mit den Cha- 
rakteristiken [ß{\, [/Sg]; • • 'y [ßp] ein System Von 2p linearunabhängigen Charakte- 
ristiken bilden, mit [&i], [&t], . . ., [br] die 2^ Charakteristiken des auf ihnen als Basis 
aufgebauten vollständigen Systems, mit [S^] eine willkürlich gewählte Charakteristik 

bezeichnet und dann in (ßi) an Stelle von [^] der Reihe nach die 2^ Charakteristiken 
[&^i]; [£0^2]? " -} [ioK] treten lässt. Ein Blick auf die Charakteristiken [ß] zeigt, 
dass die Charakteristiken [ai cc^p^i], [a^ asp+i], . . ., [ap «sp^-i] der für die Charakte- 
ristiken [ß^] gestellten BedinguilLg genügen, und es kann daher: 

[ßl] = [«1 «»P+l]> [ßi] "= [«8 ^ip+l\f . . . .; [ßp] = [Op «2p+l] 

gesetzt werden. Entsprechend gewinnt man die in (G^) enthaltenen 2"^ Gleichungen, 
indem man p Charakteristiken [al], [^2]; • • «9 [^] bestimmt, die zusammen mit den 
Charakteristiken [a^], [<^], . • ., [ccp] ein System von 2p linearunabhängigen Charakte- 
ristiken bilden, mit [ai], [o^], . . ., [cC] die 2^^ Charakteristiken des auf ihnen als Basis 
aufgebauten vollständigen Systems, mit [^q] wiederum eine willkürlich gewählte Cha- 
rakteristik bezeichnet und dann in (G^) an Stelle von [t] der Reihe nach die 2^^ Cha- 
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rakteristiken [^aiJ^ [So^^l^ -•-7 ItoK] treten lässt. Man erkennt unmittelbar, dass die 
Charakteristiken [op+i], [op+J; • • ., [««p] der für die Charakteristiken [a] gestellten 
Bedingung genügen, und es kann daher: 

[a'i] = [«p+i], [ai] = [ccp+i], . . . ., [ccp] = [«21»] 

gesetzt werden. Lässt man nun, nachdem man schliesslich noch die willkürliche Cha- 
rakteristik [Sq] mit der im Vorigen definirten Charakteristik [lyj «* [xa^aa . . . Op] idönti- 
ficirt hat, in (G^) an Stelle von [g] der Reihe nach die den aufgestellten Charakte- 
ristiken [/?] entsprechenden 2^ Charakteristiken [i^o^'i]; ho^^«]? • • •> ho^r]y ^^ i^i) ^*" 
gegen an Stelle von [g] die den aufgestellten Charakteristiken [a] entsprechenden 2^ 
Charakteristiken [%«!], ["»lo^]; • • •> [^o^r] treten, so erhält man die gewünschten beiden 
Gruppen von je 2^ Gleichungen in der Form: 



(öl) 







^«1 



A — 1 j ^j - • •> **? 



(r = 2^) 






Nach dem im vorigen Artikel Bemerkten enthalten sowohl die rechten Seiten 

der 2^ Gleichungen der Gruppe ((?i) wie die rechten Seiten der ^ Gleichungen der 

Gruppe (6^2) zusammengenommen, die sämmtlichen 2^^ Grossen x^ aber jede nur einmal, 

und da ferner sowohl durch Addition der ^ Gleichungen der Gruppe (6ri), wie durch 

Addition der 2** Gleichungen der Gruppe (öi) die dem ursprünglichen Systeme {S) an- 
gehörige Gleichung: 

hervorgeht, so repräsentirt jede der beiden Gruppen in ihren ^ Gleichungen eine merk- 
würdige Zerspaltung der zur Charakteristik [ly^] gehörigen, soeben aufgestellten Gleichung 
des Systems {ß). 



7. 



Während im vorhergehenden Artikel das Gleichungensystem (S) unter der Vor- 
aussetzung untersucht wurde, dass nicht nur die den ungeraden Charakteristiken ent- 
sprechenden Grössen x sämmtlich den Werth Null besitzen, sondern auch von den noch 
übrigen alle bis auf (2p + l)p, deren Charakteristiken einer bestimmten Bedingung ge- 
nügen, soll jetzt der allgemeinere Fall behandelt werden, wo nur diejenigen 2p-*(2p — 1) 
Grössen x verschwinden, deren zugehörige Charakteristiken ungerade sind; mit anderen 
Worten, die Grössen x sollen jetzt der Bedingung: 



X 
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p 
x[ij2 = 0, weni;i £ vivfiy ^ 1 (mod. 2), 

1 

unterworfen werden. Da für j) = 1 und für |) = 2 dieser Fall mit dem im vorher- 
gehenden Artikel behandelten zusammenfällt, so soll fSr das Folgende jp > 2 voraus- 
gesetzt werden. 

Für die Behandlung des vorliegenden Falles empfiehlt es sich, zur Darstellung der 
Charakteristiken die 2p -f- 2 Charakteristiken eines jener ausgezeichneten Systeme zu be- 
nutzen^ deren Bildung in der vorhergehenden Arbeit gelehrt wurde. Bezeichnet m^n die 
2 p -f" 2 Charakteristiken eines solchen Systems mit [^ij^ [^'2]^ • . •; [^2^ + 2], so lassen 
sich die für die nachstehenden Untersuchungen in Betracht kommenden Eigenschaften 
desselbefl folgendermassen zusammenfassen: 

1) Versteht man unter [-4^'«], [-4^], \.^^j [-^i] vier beliebige der 2p + 2 Cha- 
rakteristiken {A% so ist stets (- i)^;*^i'^;*4_ _ 1, (_ i)^;*^i'^;<^'^= _ i^ ^nj 

A' A' I A' A' 

daher weiter ( — 1) '* " ^ ^ «= + 1« Die Richtigkeit dieser Relationen zeigt sich so- 
forty wenn man berücksichtigt, dass aus dem Systeme [^1], [^2], • • •> [^2j)+2] durch 
Addition einer beliebigen seiner 2p + 2 Charakteristiken zu den 2p + 1 übrigen 
ein System von 2p + 1 Charakteristiken [A\ von derselben Art hervorgeht, wie es den 
Untersuchungen des vorigen Artikels zu Grunde gelegt wurde. 

2) Die Relation [-41] + [-^i] + * • • + [-4.2^,+ 2] = [0] ist die einzige eine gerade 
Anzahl von Charakteristiken S^Ä\ enthaltende lineare Relation; die Summe von irgend 
2w der Charakteristiken \Ä'\ kann daher, wenn w<p-]- 1 ist, niemals der Charakte- 
ristik [0] gleich sein. 

3) Bezeichnet man mit [x] die Summe der in dem Systeme [^'1], [^2]^ • • •; [^2p+2] 

enthaltenen ungeraden Charakteristiken, mit 27 [J.'] eine Summe von n der Charakte- 
ristiken \_Ä'\j so ist (unter \jl eine positive oder negative ganze Zahl verstanden) jede 

i)+4/i-J-l 

Charakteristik von der Form [x] -j- 27 [-4'] gerade, jede Charakteristik von der Form 

[x] + 27 [J.'] ungerade. 

Die Aufgabe der nachstehenden Untersuchung besteht nun darin, aus dem Systeme 
iß) unter Berücksichtigung der für die Grossen x oben aufgestellten Bedingung eine 
eigenthümliche Formel abzuleiten, die, wie im Schlussartikel gezeigt werden wird, die 
Grundlage für das von den Herren Nother und Fröbenius aufgestellte Additionstheorem 
der allgemeinen *&- Functionen bildet. 

Um zu dieser Formel zu gelangen, bezeichne man die 2p -f- 2 Charakteristiken: 

[JLi], [^'2], • . ., M2P+2] 
in irgend welcher Reihenfolge mit: 

und bilde aus den Charakteristiken [ß], [y] die neuen Charakteristiken: 

['^l] = [ßiyjy M = [^2^2]; 7 [^i»-s] = [ßp-zyp-zl 



— 96 - V 

Diese jp — 3 Charakteristiken [A] sind nach dem unter 2) Bemerkten linearunabhängig, 
und es kann daher auf denselben als Basis ein yoUständiges System aufgebaut werden, 
dessen 2*^""* Charakteristiken in bekannter Weise mit: 

W, [y, ..., \lr], r-2'-», 

bezeichnet werden sollen. Auf Grund der unter 1) aufgestellten Relationen hat man 
dann hier, wenn [Xa], [Ar] irgend zwei der p' — 3 Charakteristiken [X], [a«], [aj zwei 
beliebige der acht Charakteristiken [a] bezeichnen, endlich [y eine der 2^""* Charakte- 
ristiken [Z] ist, die Beziehungen: 

und weiter noch, als eine Folge der letzteren, die Relation: 

Bildet man endlich noch aus der schon oben eingeführten Charakteristik [x] und den 
p — 3 Charakteristiken [ß] die Charakteristik: 

n 

und versteht unter 2?[a] eine Summe von n der Charakteristiken [äq], [aj, . . ., [«,], 
SQ sind, wie unmittelbar aus 3) folgt, die den Formen: 

m + [y, [k] + [y + i[a] 

entsprechenden Charakteristiken gerade, die den Formen: 

W + [y + i?W, [*J + [?f] + i?[«] 

entsprechenden Charakteristiken ungerade. 

Nach diesen Vorbereitungen gehe man auf die mit (1^') bezeichnete Formel: 

^ -^ (- 1) ^ ^nag] = (- 1) ^ (- 1) ^[?6al 

des Art. 5 zurück und setze darin, nachdem man für die Zahl m den Werth p — 3 
eingeführt hat, an Stelle der r = 2"* = 2*^""* Charakteristiken [aj, [Og], . . ., [Or^ die 
vorher aufgestellten 2^—^ Charakteristiken [l^], [l^], . . .> [Zr] des auf den Charakte- 
ristiken [AJ, [Ag], . • ., [AjE,_s] als Basis aufgebauten vollständigen Systems. An Stelle 
der s ^ 2*^-»» = 2^+« Charakteristiken [tj, [6g], . . ., [6J sind dann die 2p+» Cha- 
rakteristiken desjenigen vollständigen Systems zu setzen, welches auf p -}- S linear- 
unabhängigen den Gleichungen: 

genügenden Charakteristiken [S] als Basis aufgebaut werden kann. Ein Blick auf die 

oben angeführten Beziehungen ( — 1) ** = -|- 1^ (— 1)"'* " * «= -j- i und auf das 
unter 2) Bemerkte zeigt nun, dass die Charakteristiken: 
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|} 4* 3 lineaniDabhäDgige Losungen [|] der soeben aufgestellten Gleichungen sind, und 
es sind daher die 2^"+^ Charakteristiken: 

des auf ihnen als Basis aufgebauten vollständigen Systems in (F') an Stelle der Cha- 
rakteristiken [bi\y [2^2]; • • «9 [^J ^^ setzen. Setzt man dann zugleich^ indem man unter 
[ca] eine willkürliche Charakteristik versteht: 

in] = [aia^], [g] - m, 

SO erhält man aus der obigen Gleichung, wenn man schliesslich noch den an Stelle 

von ( — 1) rechts auftretenden Factor ( — 1) '^ auf die linke Seite schafft, die 
neue Gleichung: 

(I) .8 5(- 1)*'"""'^ *c<.«,v ■= 2?(- l)""""'''^:*.,!. 

^ = 1 '^ ^ = 1 

In der gewonnenen Formel laisse man jetzt an Stelle von [a^] der Reihe nach 
die Charakteristiken [uq], [a^], . . ., [cc^] treten und addire die acht so entstehenden 
Gleichungen; man erhält dann, wenn man noch auf der rechten Seite die Grösse 

(- i)"Vl<' j^^^h das ihr gleiche Produkt (— if'^''^ . (- i)"oVl '^ ^^setzt und die 
Summation passend anordnet, zunächst: 

Um den Werth der auf der rechten Seite vorkommenden in besondere Klammem 
eingeschlossenen Summe zu bestimmen, berücksichtige man, dass man jede der s Cha- 
rakteristiken [rj, und zwar jede nur einmal, erhält, wenn man in den vier Formen: 

[l^ ] , [Iq «v^ «vJ , [l^ CCr^ «r, «y, ttv J , [l^ «yj tty^ «y, Oy^ «v, «y J 

die Zahl q der Reihe nach die Werthe 1, 2, . . ., r annehmen lässt imd in den so 

entstandenen Formen dann noch an Stelle von ^1^2» ^1^2 ''^«^4; '^i'^f^'^s'^i'^s'^e ^^^ Combi- 
nationen der Elemente 1, 2, . . ., 7 zur zweiten, vierten, beziehlich sechsten Classe ohne 
Wiederholung setzt. Dem entsprechend unterscheide man für die Bestimmung der in 
Rede stehenden Summe die folgenden vier Fälle: 

1) Sei [Ta] = [y ; dann erhält man, da nach Früherem stets ( — 1) ^ '^ ' ^ «= + 1 ist : 

5 (_ i/o«. I ''" =. 5 (_ l)"»"" "« = 8. . 

2) Sei [ta] = [l^cc^^ccr,]; dann erhält man, da der Ausdruck (— l)"^"'' ' ""t"^« sechs- 
mal den Werth + 1, zweimal den Werth — 1 annimmt^ wenn (i die Werthe 0, 1, . . ., 7 
durchläuft: 

FBTif I die Biemftxm'fche Theta/oxmel. 13 
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«n 



3) Sei [Ta] «= [^^«naraÄr.ÄrJ; dann erhält man, da der Ausdruck (— ly^^f* ' **'i"»'«"n 
Tiermal den Werth + 1; viermal den Werth — 1 annimmt, wenn ft die Werthe 0, 1, ... ., 7 
durchläuft: 

4) Sei [ta] = [2^ ttr, ciTy, tty, tty^ ffy, ttyj *, dauu erhält man, da der Ausdruck 
(_ i)«o«Ai'«n«n«r.«v,«n«n zweimal den Werth + 1, sechsmal den Werth — 1 annimmt, 
wenn fi die Werthe 0, 1, . . ., 7 durchläuft: 

f;_.r-''^-f(_«-'v.......:...._fe.)-'-------.. 

Zerlegt man jetzt entsprechend den vier in Bezug auf die Charakteristiken [V] 
unterschiedenen Fällen die rechte Seite der obigen Gleichung in vier Theile und führt in 
jedem dieser Theile an Stelle der eingeklammerten Summe den dafür unter 1), 2), 
3), 4) beziehlich gefundenen Werth ein, so erhält man die Gleichung: 











wobei die in der zweiten und dritten Zeile vorkommenden äusseren Summationen in der 
Weise auszuführen sind, dass an Stelle von Vj^v^, ^i^8^s^4^5^6 ^^^ Gombinationen der 
Elemente 1,2, . . ., 7 zur zweiten, beziehlich sechsten Classe ohne Wiederholung treten. 
Ueberblickt man den bisherigen Gang der Untersuchung, so erkennt man, dass 
zur Herleitung der Gleichung (II) aus der Formel (F') des Art 5 die im Eingange des 
vorliegenden Artikels gestellte Bedingung, dass die den ungeraden Charakteristiken ent- 
sprechenden Grössen x den Werth Null besitzen, in keiner Weise benutzt wurde, und dass 
daher die Gleichung (11), ebenso wie die Formel (F"), zu ihrem Bestehen lediglich erfordert, 
dass die Grössen x, x den Gleichungen des ursprünglichen Systems (8) genügen. Die 
Gleichungen (/S) bleiben aber richtig, wenn man die Grössen x mit den Grössen x be- 
ziehlich vertauscht; dieselbe Yertauschung kann daher, unbeschadet der Richtigkeit, 

auch in der Gleichung (II) ausgeführt werden. Geschieht dies, und führt man alsdann 

p 
die erwähnte Bedingung 'ein, dass a?[,j] «^ 0, wenn 2Ji^v i^v ^ 1 (mqd. 2), so ver- 

1 
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schwinden auf der rechten Seite der neuen Gleichung die sämmtlichen in der zweiten 
und dritten Horizontabeihe stehenden Grossen oiy da ihre Charakteristiken nach dem 
früher Bemerkten sämmtlich ungerade sind, und es bleiben nur die 2''*"^ in der ersten 
Horizontalreihe stehenden Grossen x ^ deren Charakteristiken sämmtlich gerade sind, übrig« 
Vertauscht man schliesslich noch linke und rechte Seite der Gleichung und unterdrückt 
den den beiden Seiten gemeinsamen Factor 8, so erhält man die gewünschte End- 
formel in der Gestalt: 



.7 




(ni) 2 (- if"" ' '^ -f» V - ^ ■^ (- D* ' """'' -t"v,^ ' ' = «^-- 

Der Fall jp = 3 verdient als Grenzfall eine besondere Beachtung. In, diesem 
Falle besteht das System der Charakteristiken \Ä.\ nur aus acht Charakteristiken, 
die in irgend welcher Reihenfolge mit [aj, [aj, . . ., [o,] zu bezeichnen sind. Die 
Charakteristiken |j9], \y\ und folglich auch die Charakteristiken \X\ fallen hier weg, 
entsprechend wird [A] = [x], und das System [?J, [ig], . . ., [JJ reducirt sich auf die 
eine Charakteristik [ZJ = [0]. Die Formel (III) geht daher für jp = 3 über in die 
einfachere: 

(HO tr'c«3 = 2''(-l)'*""""^c<.v 

Durch passende Wahl deä zu Grunde gelegten Systems der Charakteristiken [-4.'] kann 
man nun [xj mit jeder der 36 in diesem Falle überhaupt existirenden geraden Cha- 
rakteristiken zur UebereinstimmuDg bringen, und es gehen dann aus der letzten 
Formel, indem man fiir [ca] der Reihe nach alle 64 zu p = 3 gehörigen Charakte- 
ristiken setzt, für die betreffende Grösse o^fx] 64 Darstellungen durch je acht Grossen 
X hervor. Bei 8 dieser 64 Darstellungen, nämlich bei denen, für welche [co] = [««q]; 
[xaj, . . ., [xa^] ist, sind von den auf der rechten Seite bei den Grössen x vor- 
kommenden Charakteristiken immer sieben ungerade, während die achte mit der links- 
stehenden geraden Charakteristik [x] übereinstimmt. Eine ausführliche Theorie dieser 
Charakteristikensysteme findet man in einer Arbeit des Herrn TFcfter*). 



Die im vorigen Artikel in das Gleichungensystem iß) eingeführte Bedingung, 
dass die den ungeraden Charakteristiken entsprechenden Grössen oi den Werth Null 
besitzen, so dass also: 

^'[»/] = 0, wenn 27iyyiji ^ 1 (mod. 2), 

1 

liefert, da stets: 



*) Wthw, Theorie der Aberschen Functionen vom Geachlecbt 3. Berlin 1876, Reimer. 
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ist, zwischen den 2*^ Grossen x im Ganzen 2''""^(2p — 1) Relationen, die sich, wenn 
man zur Unterscheidung der geraden Charakteristiken von den ungeraden die ersteren 
in irgend welcher Reihenfolge mit [g^], [g^], . . ., [gm], *» =» 2p"'^(2'*+ 1), die letzteren 
mit [ttj], [ttj, . . ., [w„], w = 2^—1(2'*— 1) bezeichnet, in der Form: 



v^ ..«. 



(T) { w 

r «=s3 Ij 2, . . .', n, 
darstellen lassen. 

Die allgemeine, einem beliebigen Werthe von t entsprechende, Gleichung des Systems 
(jT) erleidet keine Aenderung, wenn man in dem auf der linken Seite hinter dem Summen- 
zeichen stehenden Ausdrucke die Charakteristik [e] um eine beliebige Charakteristik [o] 
vermehrt, also ( — i)"«'*"* an Stelle von ( — 1)"*'* und gleichzeitig x^u»] an Stelle von 
X[t] treten lässt, da dadurch bei der links stehenden Summe nur die Reihenfolge der 
Summanden geändert wird. Nun kann man aber in der so umgeformten Gleichung 

den allen Gliedern gemeinsamen Factor ( — !)**** *" durch Division entfernen und er- 
kennt so, dass man in den Gleichungen (T) und folglich auch in allen daraus ableit- 
baren, unbeschadet der Richtigkeit, die Charakteristiken der vorkommenden Grossen x 
um dieselbe beliebig gewählte Charakteristik [cd] vermehren kann. 

Die durch die Gleichungen (T) fixirten Relationen zwischen den Grossen x 
können auf mannigfache Weise durch einfachere ersetzt werden. Zur Durchfuhrung 
dieser Untersuchungen bedarf man vor allem gewisser Gleichungen, die jetzt aus dem 
Systeme (T) abgeleitet werden sollen. Zu dem Ende trenne man in jeder Gleichung 
des Systems (T) die links stehende Summe in zwei Theile, von denen der erste die den 
geraden Charakteristiken, der zweite die den ungeraden Charakteristiken entsprechenden 
Glieder umfasst, und bezeichne allgemein bei der r^^ Gleichung diese beiden Theile 
mit G[u^] und U[u^]] dann ist: 

und das Gleichungensystem (T) nimmt die Gestalt an: 

l r «= 1, 2, . . ., «. 

Multiplicirt man jetzt linke und rechte Seite der 6^^ Gleichung dieses Systems 
mit ( — 1) und summirt nach 6 von 1 bis n, so erhält man zunächst: 

Ti- 1)"' ' "' ÖK, + 2{- D" ' " CT,,. ■= 0. 

und es ist dabei der gewählten Bezeichnung entsprechend: 



• 
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2'(-i)'"'""G,«„,-2'(-ir'"'2'(- i)"'''"'-M=2'(2'(- ir""'")*.,,, 

Die Werthe der beiden in besondere Klammern eingeschlossenen Summen 
sollen zunächst bestimmt werden. Setzt man zur Abkürzung^ indem man unter [e] 
eine beliebige Charakteristik versteht: 

p 

(_l)x =(_1)", 

so ist för jedes ^i von 1 bis m und jedes v von 1 bis n (— 1) '* = + 1, ( — 1) " = — 1, 
auch besteht für irgend zwei Charakteristiken [s], [rf] stets die Beziehung: 

(_i)'"=(_iyi.(_iy'".(_iy". 

Berücksichtigt man dann, dass in Gemässheit dieser Relationen: 

ist, und beachtet femer, dass nach Satz IV der dritten Arbeit sowohl der Ausdruck 
( — 1) ^ * ^ , da [utgfü] stets eine von [OJ verschiedene Charakteristik ist, wie auch für 

1/ ^ r der Ausdruck (— i)'"^"*""' 2»^-«-mal den Werth + 1, 2p-^ (2^-^ - l)-mal den 
Werth — 1 annimmt, wenn an Stelle von [wj der Reihe nach die sämmtlichen un- 
geraden Charakteristiken treten, dass dagegen für v = r der Ausdruck (— 1) ^^ * " in 



( — 1) übergeht, also für jedes ff den Werth — 1 besitzt, so erhält man: 



(T&sn a=sn 



^ (^ 1 ^"^ ' "*^'' c=r f — i")"* ' ^^ ^ ( iV "<^"*^A< ' --- (^ 1^"* ' ^^ . 2^—^ 



^'(-1)"'''"'"' (- 1)''*'"''2(— 1)'"""*"*' = 



_ (_ 1)-* I «^ . 2^-1, wenn v ^ r, 

2^"' (2^-1), wennv=-r. 

Führt man die gefundenen Werthe an Stelte der eingeklammerten Summen in 
die obigen Gleichungen ein, so erhält man: 

2i- 1)"" ' "* öc„„3 « 2^-^ 2'(- 1)"* ' '" %,i = 2-^ G:«,j, 

2'(- 1)"" ' -^ frt„,3 ^-' 2(- ir ' "' ^Kl + 2*'-* «c«.] — 2'-^ I7t^3 + 2"-^ a:t^, , 



<T=1 Vs=l 
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und aus der zu Anfang aufgestellten Gleichung geht in Folge dessen, wenn man noch 
linke und rechte Seite durch 2^"^ dividirt, die neue Gleichung: 

hervor. Durch Verbindung dieser Gleichung mit^ der im Systeme {T) enthaltenen 
Gleichung: 

erhält man dann die Beziehungen: 

und gelangt schliesslich; wenn man noch an Stelle von G[ ^] und U[u^\ die früher damit 
bezeichneten Ausdrücke treten lässt, zu den Gleichungen: 



» 



(^i) 






Vsan 



— 1 ^/ ^x"«!«» 



2^ «Kl = ^(—1)* '«[«,); 

T = 1; 2, • • •> W, 



welche die Grundlage für die weitere Untersuchung bilden. 

Zunächst zeigen die Gleichungen (T^), dass eine jede der 2^""^ (2''— 1) Grössen 
^Mf ^M, • • ; ^i»j sich linear durch die 2''-*(2''+ 1) Grössen Xj^j, X[^, . . ., rr(^j aus- 
drücken lässt. Führt man die betreffenden Ausdrücke an Stelle der Grössen 
^(wil; ^Mf ' • ') ^[u^] i^ die von den Gleichungen (T), nur durch die Form unterschiedenen 
Gleichungen (T) ein, so werden diese identisch erfüllt, und es kann daher das 
Gleichungensystem (T^) das ursprüngliche System (T) in jeder Beziehung ersetzen. 
Daraus folgt aber, dass durch die Gleichungen (T) keinerlei Beziehungen zwischen den 
Grössen %^], %j, . . ., Xy^] geschaffen werden, dass vielmehr diese Grössen in den 

Gleichungen (jT) die Rolle von unabhängigen Veränderlichen übernehmen können. 
Anders verhält es sich mit den Grössen x,„,:, x,u,u . . ., x,,^,. Zwischen ihnen bestehen 

nämlich, als eine Folge der Gleichungen (T), die unter (T^) fixirten Relationen. Diese 
Relationen gehen selbstverständlich ebenfalls in Identitäten über, wenn man darin an 
Stelle der Grössen a;[„,], x^u^, . . ., iCfa ] die ihnen entsprechenden linearen Functionen 

von %j, X\g^]f . . ., X[g^\ einführt, und es geben daher diese Relationen nur der Thatsache 

Ausdruck, dass zwischen den n, die rechten Seiten der Gleichungen (2^) bildenden 
linearen Formen oder, was dasselbe, zwischen den Formen 6f(,^], 6r[M,], . . ., G[u^] lineare 

Beziehungen bestehen. Die n Gleichungen des Systems (T^) sind aber nicht unab- 
hängig von einander; vielmehr lassen sich dieselben, wie eine genauere Untersuchung 
ergibt, durch passende Verbindung auf ein System von -^^(2^"^ — 1) (2'' — 1) von 
einander unabhängigen linearen Gleichungen, von denen jede nur 6 • 2^^^ der Grössen 
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^[uih ^c«,]) • • .; ^[M„] mit den Goefficienten + 1 enthält, reduciren, und zwar ist diese 

Beduction der ursprünglichen Gleiehungen auf ein System der beschriebenen Art auf 
Yerschiedene Weisen möglich. 

Die Gleichungen (T,) sind nach dem soeben Bemerkten nicht im Stande, die 
ursprünglichen Gleichungen (T) zu ersetzen. Bildet man aber aus dem Systeme (Tg),. 
indem man darin auf Grund des früher Bemerkten die vorkommenden Grossen 

^Wi]7 ^[iH\y • • •; ^iwnl ^^^^ch die Grösscu Xitoui^f ^[wuab • • •; ^[WM^,] ersetzt, das allgemeinere 
System: 



(T*) 



y=n 



• T = 1, 2, . . ., w. 



und betrachtet bei jeder Gleichung dieses Systems [co] als eine variable Charakteristik, .• 
die in jede der 2^p überhaupt existirenden Charakteristiken übergehen kann, so liefert 
dieses System durch passende Verbindung, der in ihm enthaltenen Gleichungen eben- 
falls alle in Folge der ursprünglichen Gleichungen (T) zwischen den Grössen x be- 
stehenden Relationen. Man kann nämlich aus diesem Systeme, das bei variabler 
Charakteristik [o] eigentlich n • 2*^ Gleichungen enthält, auf mannigfache Weise n von 
einander unabhängige Gleichungen herausgreifen, und solche n Gleichungen bilden 
dann, wie unmittelbar klar, einen vollständigen Ersatz für die ursprünglichen Gleichungen 
(T). Ein derartiges System von n Gleichungen erhält man beispielsweise, wenn man 
in der r**" Crleichung des Systems (2^*) [o] = [th] setzt und dann t die Werthe 
1, 2, . . ., n annehmen lässt. Mit Rücksicht auf das vorher Bemerkte folgt aber daraus 
weiter^ dass das ursprüngliche System (T) auf mannigfache Weise ersetzt werden kann 
durch ein System von n Gleichungen, von denen jede nur 6 • 2^""^ Grössen x von der 
Beschaffenheit enthält, dass ihre zugehörigen Charakteristiken durch Addition einer und 
derselben passend gewählten Charakteristik [gj] sämmtlich in ungerade Charakteristiken 
übergehen. Ein solches Gleichungensystem könnte nun ohne grosse Mühe wirklich her- 
gestellt werden, es wäre aber dadurch nicht viel gewonnen, da die Gleichungen desselben 
immer einen speciellen Charakter tragen würden, und man in Folge dessen keinen Ein- 
blick in ihren Bau und ihre gegenseitigen Beziehungen erhielte. Die Aufgabe, die 
sich hier darbietet, besteht vielmehr darin, den allgemeinen Typus für die erwähnten 
Gleichungen aufzufinden, und dem entsprechend eine Formel aufzustellen, welche die 
sämmtlichen derartigen Gleichungen als specielle Fälle umfasst. Diese Formel, die als 
die FundamentalformeUder ganzen Theorie anzusehen ist, soll jetzt, unter Ausschluss 
des Falles |> = 1, aus den Gleichungen (Tg*) abgeleitet werden. 

Um zu dieser Formel zu gelangen, nehme man ein System von 2p + 2 Cha- 
rakteristiken : 

von der Art, wie es im vorigen Artikel benutzt wurde, bezeichne die Charakteristiken 
desselben in der vorliegenden Reihenfolge mit: 

W; My • • 'f M; [ßi]7 [ßii> • • •; [ßp-i]y [Vily W; • • •; Wp-ily 



« 
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femer mit [m], wie Toriier, die Summe der unter ihnen vorkommenden ungeraden 
Charakteristiken und bilde aus den Charakteristiken, [ß], [y] die neuen Charakteristiken: 

« 
Diese p — 2 Charakteristiken [A] sind nach dem im vorigen Artikel unter 2) Bemerkten 
linearunabhängig, und es kann daher auf denselben als Basis ein vollständiges System 
aufgebaut werden, dessen 2^^^ Charakteristiken mit: 

[y, [y, ..., [ir], ■ r^^-\ 

bezeichnet werden sollen. Bezeichnen dann [A^], [AJ irgend zwei dieser p — 2 Charakte- 
ristiken [A], [ff/t], [aj zwei beliebige der sechs Charakteristiken [a], und ist endlich 
[y eine der 2^"* Charakteristiken [f], so hat man die Beziehungen: 

und weiter noch als eine Folge der zuletzt aufgestellten , die Relation: 

Bildet man schliesslich noch aus der schon oben eingeführten Charakteristik [x]'und 
den p — 2 Charakteristiken |j3] die Charakteristik: 

und versteht unter [a^] eine beliebige der sechs Charakteristiken [«(,], [«J, . • •; [«5]? 

n 

unter 2^[a] eine Summe von n derselben, so sind nach dem im vorigen Artikel unfer 3) 
Bemerkten die den Formen: 

M + [y + [«,.], w + [y + i?[«] 

entsprechenden Charakteristiken ungerade, die der Form: 

m + \i,-\ + i?[«] 

entsprechenden Charakteristiken gerade. 

Für das Folgende bedarf man noch der sämmtlichen Lösungen [|] der Gleichungen : 

Ein Blick auf die oben angeführten Beziehungen ( — 1) ** * = +«1, (— 1) '^ " * «= -|- 1 
und auf das im vorigen Artikel unter 2) Bemerkte zeigt nun, dass die Charakteristiken: 

p -^2 linearunabhängige Losungen [g] der soeben aufgestellten Gleichungen sind, und 
es bilden daher die 2**+* Charakteristiken: 

ra, KL ..., K], « = 2^+*, 
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des auf ihnen als Basis aufgebauten vollständigen Systems die sämmtlichen Losungen [(] 
der aufgestellten Gleichungen. 

Nach diesen Vorbereitungen gehe man auf die allgemeine Gleichung des 
Systems (Tg*) ' zurück und identificire die darin vorkommende willkürliche ungerade 
Charakteristik [ut] mit der ungeraden Charakteristik [Jccc^la]] es entsteht dann die 
Gleichung: 






2^ * OC[a^kaM = ^ (— 1) ° "^ " iX;[«u^] 






*«o i 'a 



Multiplicirt man linke und rechte Seite dieser Gleichung mit (— 1) und summirt 

nach 6 von 1 bis r, so erhält maU; nach passender Anordnung der Summation auf 
der rechten Seite, zunächst: 



ffear » = n 



^-'2i- ir " ' '" -c«*.„ «,i = 2(- 1)" • ' " ( 2'(- ir " "' ' '*')^t-s3 • 



aal Vssal 




Um den Werth der in besondere Klammem eingeschlossenen Summe zu be- 
stimmen, beachte man, dass: 

J;(_l)*-0''»i'a_[i^(_l)*«0»»l^.][l^(_l)*-.«.l^] .... [i+(_l)*«.»^l^i.-«] 

ist, und dass daher diese Summe nur dann einen von Null verschiedenen Werth, und zwar 
den Werth 2^""* besitzt, wenn die Charakteristik [Äa^wJ; an Stelle von [6] gesetzt, den 
Gleichungen : 

genügt, oder, was dasselbe, wenn [X^OqUv] mit einer der $ Charakteristiken [T] über- 
einstimmt. Berücksichtigt man nun, dass jede der Charakteristiken [t], und zwar jede 
nur einmal, erhalten wird^ wenn man in den drei For^ien: 

die Zahl q der Reihe nach die Werthe 1, 2, ..., r annehmen lässt und in den so 
entstandenen Formen dann noch an Stelle von v^v^^ ^1^2 ^8^4 ^^^® Combinationen der 
Elemente 1, 2, ..., 5 zur zweiten, beziehlich vierten Classe ohne Wiederholung setzt, 
beachtet auch, dass die Charakteristik [ka^Uy] nie mit einer Charakteristik von der 
Form [l^ccy^a^,^] übereinstimmen kann, da in diesem Falle [tiv] von der Form [hlga^ocy^ay^, 
also gerade wäre, so erkennt man, dass die in Bede stehende Summe nur dann einen 
von Null verschiedenen Werth, und zwar den Werth 2^"^ besitzt, wenn [ka^t^] in 
einer der beiden Formen [l^] und [Igay^ccv^ay^ay^] enthalten ist, oder, was dasselbe, wenn 
[Uy] mit einer der 6 • 2^""* in den Formen [kl^Uol und [klf^a^ay^ay^ay^ccy^ enthaltenen 
Charakteristiken, die sämmtlich ungerade sind, übereinstimmt. Nun kann aber die Cha- 
rakteristik [Äißao«n«n«n«J; da [a^] + [«j] -j h [«5] + [AJ -f [AJ -j [- [Ap« J — [0] 

ist, immer in die Form [klg'ccy^] gebracht werden, wenn man unter v^ die von den 

Pbtm, die- Biemaim*sche ThetaformoL 14 



t 
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Zahlen v^, v^, v^^ v^ verschieäene Zahl aus der Reihe 1, 2, . . ., 5, unter [Z^'] die eben- 
falls zu dem Systeme der Charakteristiken [Z] gehörige Charakteristik [A^Ag ... Ip^^l^l 
Ter steht, und es wird, wenn ^ die Werthe 1 , 2, . . ., r annimmt, p', abgesehen von der 
Reihenfolge, dieselben Werthe annehmen. Daraus folgt aber, dass die 6 - 2^^—^ unge- 
raden Charakteristiken [m], für welche die in Rede stehende Summe nicht verschwindet, 
auch erhalten werden, wenn man in den sechs Bormen: 

die Zahl q die Werthe 1, 2, . . ., > annehmen lässt. 

Denkt man sich jetzt auf der rechten Seite der obigen Gleichung von den iiy 
den Werthen v «« 1, 2, . . ., w entsprechenden, Gliedern alle unterdrückt, bei welchen 
die eingeklammerte Summe den Werth Null besitzt, und setzt bei jedem der 6 • 2^""* 
übrig bleibenden an Stelle der in ihm vorkommenden Charakteristik [u\ die ihr gleiche 
in der Form {kUf^l^ enthaltene, an Stelle der eingeklammerten Summe den ihr bei jedem 
dieser Glieder zukommenden Werth 2^^"', so erhält man schliesslich, wenn man noch 
linke und rechte Seite der neu entstandenen Gleichung durch 2'*""^ dividirt und auf der 

linken Seite, nach Einschiebung des Factors ( — 1) ° ° = -f- 1^ den Buchstaben 6 durch 
den Buchstaben q ersetzt, die gewünschte Formel in der Gestalt: 




Aus dieser Formel gehen bei festgehaltener Charakteristik [o] die verschiedenen 
je 6 • 2^'*^ der Grössen X[auih ^[w«,]; . • •; ^[wu^] enthaltenden Gleichungen hervor, in- 
dem man an Stelle des der Formel zu Grunde liegenden Systems [Äi], [Ä^], . . ., [J-sp^.«] 
die verschiedenen derartigen Systeme einführt. Aus den so entstandenen Gleichungen 
kann man dann auf mannigfache Weise ^ (^^^ — 1) (2** — 1) von einander unab- 
hängige herausgreifen, die durch Combination die n demselben [co] entsprechenden 
Gleichungen des Systems (Tg*) liefern, und die demnach für [cd] = [0] die Glei- 
chungen (Tg) zu ersetzen im Stande sind. 

In dem Grenzfalle ^ «= 2 besteht das System der Charakteristiken [Ä'] nur aus 
sechs Charakteristiken, die in irgend welcher Reihenfolge mit [aj, [a^], . .., [a^] zu 
bezeichnen sind. Die Charakteristiken [/3], [y] und folglich auch die Charakteristiken [A] 
fallen hier weg, entsprechend wird [Je] »» [x], und das System [ZJ, [J^], . . ., [Ir] redu- 
cirt sich auf die eine Charakteristik [ZJ = [0]. Die Formel (U) geht daher für p «=« 2 
über in die einfachere: 



(^') 2«,„„,-2'(-ir"'" 



/«=0 



fJL 



Welches der sechzehn dem Falle jp «. 2 entsprechenden Systeme von je sechs Charakte- 
ristiken [Ä] auch gewählt sein mag, die Charakteristiken [^o^J; [xaj, . . ., [xa^ werden 
stets mit den sechs für jp «» 2 existirenden ungeraden Charakteristiken übereinstimmen, 
und es geht daher, wenn man diese letzteren mit [u^], [ti^], . . ., [u^] bezeichnet und 
unter | eine Zahl aus der Reihe 1, 2, . . ., 6 versteht, die obige Formel in die Formel: 
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über, welche mit der von Herrn Krazer in seiner schon erwähnten Arbeit aufgestellten^ 
aber auf andere Weise gewonnenen Formel (i2) identisch ist. Aus ihr erhält man die 
sämmtlichen im Falle 2> '^ ^ existirenden je sechs Grossen x enthaltenden Relationen, 
indem man für [o] alle sechzehn Charakteristiken setzt. Die sechzehn in der Form: 

enthaltenen speciellen Systeme von je sechs Charakteristiken wurden von Herrn Krazer 
i2o56n/iaiVsche Sechsersysteme genannt, und es bildet das in der Formel (T) vor- 
kommende System der 6 • ^—^ Charakteristiken von der Form: 

[oitttty, ft = 0, 1, . . ., 5, p = 1, 2, . . ., 2''"" , 

die einem beliebigen ^ entsprechende wahre Verallgemeinerung des aufgestellten Systems 

m 

9. 

Die Grundlage für die Untersuchungen der vier letzten Artikel bildete das in 
Art. 5 aufgestellte Gleichungensystem (5), welches aus der Gleichung: 

hervorgeht, wenn man darin an Stelle von [ij] der Reihe nach die sämmtlichen 2^^ Cha- 
rakteristiken setzt. In Art. 5 hatten die Grössen x, x den Gleichungen (ß) zu 
genügen, waren im Uebrigen aber keiner weiteren Bedingung unterworfen; in Art. 6 
kam dann die Bedingung hinzu, dass alle diejenigen Grössen x den Werth Null be- 
sitzen, deren Charakteristiken bei fixirtem Charakteristikensysteme [-4,], \A.^y . . ., [-42|,-|-i] 

nicht' in der Form [x] + E \Ä\ darstellbar sind; in Art. 7 und Art 8 dagegen trat 
statt dieser Bedingung die andere ein, dass alle diejenigen Grössen x ^ deren Cha* 
rakteristiken ungerade sind, den Werth Null besitzen« Die in den erwähnten Artikeln 
gewonnenen Resultate sollen jetzt für die Theorie der «O-- Functionen verwerthet werden. 
Den Ausgangspunkt für diese Untersuchung hat naturgemäss die in der 
ersten Arbeit gewonnene allgemeine «d-- Formel (12') zu bilden, die nach Einführung 

des Symbols (— 1) die Gestalt: 

- 2^(- 1)' ' ' ^ W (24 *[e + p] ^24 ^[6 + tf] (2^ ^[f - p - <J]C2^| 

[«3 

annimmt. Dabei ist es nicht unwichtig zu bemerken, dass diese Formel richtig und 
im Wesentlichen ungeändert bleibt, wenn man irgend welche Elemente der darin vor- 
kommenden Charakteristiken [a], [i}], \jf\ [^] um beliebige gerade Zahlen ändert, voraus- 
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gesetzt nur; dass diese Aenderung gleichzeitig an allen Stellen, wo die betreffende -Cha- 
rakteristik Torkommt, erfolgt Will man dagegen bei einer einzelnen «O-- Function die 
Elemente der #- Charakteristik um gerade Zahlen ändern, so hat man die in der ersten 
Arbeit aufgestellten Formeln (B^), (B^) zu berücksichtigen; aus ihnen ergibt sich auch 
leicht die Richtigkeit des vorher Bemerkten. 

Ein Blick auf die Formel (R) lässt nun unmittelbar erkennen, dass die Glei- 
chung (jP) und also auch- das aus ihr hervorgehende Gleichungensystem (8) erfüllt 
wird, wenn man allgemein: 

(©) 

X[., = ^[B]i2u} ^8 + Q]i2v} H^ + ö]i2w} ^[e'-Q -- ö]i2t} 

setzt, und man kann daher auch in den Gleichungen {F), {S') des Art 5, da dieselben 
eine directe Folge der Gleichungen (5) sind, die Grossen x, x durch die angegebenen 
O'-Producte ersetzen. Auf diese Weise erhält man eine Fülle eigenthümlicher O'-Belationen^ 
von denen bisher nur einige, den Fällen j) = 1, 2) = 2 entsprechende, bekannt waren. 
Die in den Art. 6, 7, 8 gewonnenen Formeln erfordern zu ihrem Bestehen 
nicht nur, dass die darin vorkommenden Grossen x^ x durch die Gleichuugen (5) ver- 
knüpft sind, sondern auch, wie aus dem Obigen hervorgeht, sämmtlich noch weiter, dass 
alle diejenigen Grossen x ^ deren Charakteristiken ungerade sind, den Werth Null be- 
sitzen. Erfüllen irgend welche Grossen Xy x diese beiden Bedingungen^ so gelten für 
sie unter allen Umständen die in Art. 7 und die in Art. 8 gewonnenen Endformeln; 
erfüllen dieselben ausser den beiden genannten Bedingungen auch noch die weitere, dass 

von den den geraden Charakteristiken entsprechenden Grossen x' alle diejenigen ver- 

p , 

schwinden, deren Charakteristiken nicht in der Form [x] -\- 2^[Ä\ darstellbar sind, so gelten 

flir sie stets die in Art 6 gewonnenen Endformeln. Sollen daher die angegebenen '9'-Pro- 
ducte an Stelle der Grössen x, x in die Endformeln der erwähnten Artikel eingesetzt werden ' 
dürfen, so sind die in diesen O'-Producten auftretenden, bis jetzt noch willkürlichen Variablen- 
systeme (m), (v), (w), (t) vor allem solchen Bedingungen zu unterwerfen, dass das oben mit 
X[ti] bezeichnete -O'-Product immer verschwindet, wenn an Stelle von [iy] eine ungerade 
Charakteristik tritt. Berücksichtigt man, dass ^[rßiO} für jede ungerade Charakte- 
ristik [rß den Werth Null besitzt, so ergibt sich, dass der gestellten Forderung auf 
möglichst einfache Weise genügt wird, wenn man {2u) = (0) setzt. Nun sind aber 
die Systeme (2m'), (2t;'), (2w'), (2^') mit den Systemen (w), (v), (w\ {f) verknüpft durch 
die Gleichungen: 

2Uy = Uy + Vy-\- ICy "f ty , 

2V\. = Uy -\' Vy Wy ty , 

Wy = Uy — Vy -f- Wy — tyy ' ' 

2ty '^ Uy Vy Wy + ty y 

und die Bedingung (2 m') = (0) ist daher identisch mit der Bedingung (m -j- v + m? + O'^W- 
Diese letzte Gleichung wird aber erfüllt, wenn man bei willkürlich gelassenen (ti), (v), (w) 
die Variablen (t) durch die Gleichung (0 = ( — u — v — w) bestimmt. Führt man die 
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so bestimmten Grössen (t) in die soeben angeführten Gleichungen ein, so gehen die 
Systeme: 

(2u'), (2t;'), (2«;'), (2«') 

über in: 

(0), (2« + 2»), (2m + 2«;), (- 2v — 2w), 

und die oben mit x\^if X[,^ bezeichneten ^-Prodacte nehmen, wenn man noch fDr 
(2u), (2v), (2m>) in neuer Bezeichnung (u), (v), (lo) schreibt, schliesslich die Gestalt: 

XM = Hv]iO} #[i?+riC«+4 *[!?+«] iu+w} »[r,-Q-6] i-v-w}, 

an. Die so definirten Grössen x, x genügen dann nicht nur den Gleichungen (8)^ 
sondern es verschwindet auch immer x[tj], wenn an Stelle von [rf] eine ungerade 
Charakteristik tritt, und es können daher die durch sie vertretenen «^-Producte an 
Stelle der Grössen x, x in die Formel (III) des Art. 7 und in die Formel (Z7) des Art. 8 
eingesetzt werden. Die nähere Betrachtung der so entstehenden «^-Formeln wird weiter 
unten erfolgen. 

Die Formeln des Art. 6 sind, wie daselbst schon bemerkt wurde, dazu be- 
stimmt, in der Theorie der zu einem Systeme hyperelliptischer Integrale gehörigen 
^-Functionen, welche aus den allgemeinen durch Specialisirung der Modulen a^^' ent- 
stehen, verwendet zu werden. Wie ebenfalls schon in Art. 6 angegeben wurde, erhält 
man die 2*^ zu einem Systeme hyperelliptischer, in bekannter Weise auf eine Fläche 
r bezogener Normalintegrale t«^, tij, • . ., Up gehörigen speciellen ^-Functionen, indem 
man in der die Function '^[i^lft;]) darstellenden Reihe allgemein für a^^' den Periodicitäts- 
modul Uufi' der Function Uf^ am Querschnitte bf^' substituirt und dann an Stelle der Cha- 
rakteristik [rf\ die sämmtlichen 2^^ Charakteristiken treten lässt. Das auf diese Weise 
entstehende System von 2^^* '&- Functionen besitzt dann die Eigenschaft, dass für 
(v) = (0) nicht nur die in dem Systeme enthaltenen, den ungeraden Charakteristiken 
entsprechenden, ungeraden Functionen verschwinden, sondern auch won den noch übrigen, 
den geraden Charakteristiken entsprechenden, geraden Functionen alle diejenigen, deren 

Charakteristiken nicht in der Form [x] -|- 2J [Ä] darstellbar sind. Bildet man daher 
aus solchen in ihren Modulen specialisirten d-Functionen, nach Einführung der nöthigen 
Argumente, die unter (®^ aufgestellten •d'-Producte und bezeichnet dieselben wiederum 
mit X[r}]y X[g] beziehlich, so erfüllen die so definirten Grössen x\ x auch noch die dritte 
oben angeführte Bedingung, und es können folglich die durch sie vertretenen «^-Pro- 
ducte an Stelle der Grössen x, x in die Formeln (ß^, (Gj), (öi), ((ri) des Art 6 
eingeführt werden. Die Formeln (öj), {ß^ liefern dann die beiden dem vorliegenden 
Systeme specieller '&- Functionen entsprechenden Additionstheoreme in allgemeinster 
Gestalt; das zweite derselben stimmt im Wesentlichen mit dem zuerst von Herrn 
Weiersbrass für ein solches System specieller '^'-Functionen aufgestellten und von Herrn 
K(mig^)erger*) mitgetheilten Additionstheoreme überein. Die sämmtlichen in den beiden 

*) Königsherger, Ueber die Transformation der Aberaohen Fonctionen erster Ordnnng. 
Crelle's Journal, Bd. 64, pag. 27. 
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allgemeinen Additionstheoremen enthaltenen speciellen Additionstheoreme gewinnt man, 
wenn man in die Pormehi (6fi), ((ri) die genannten -Ö'-Producte einführt. In Folge 
der besonderen Form, welche die Charakteristiken der in (Gl), (G2) vorkommenden 
Grössen x besitzen, sind die aus (Gi), (G^) durch Substitution der erwähnten -^^Producte 
entstehenden Formeln mit Yortheil zu verwenden ^ wenn es sich darum handelt, die 
Relationen zu ermitteln, die zwischen den 2^^ hierhergehörigen mit demselben Argu- 
mentensjsteme (v) versehenen '&- Functionen bestehen. 

Ersetzt man, im Anschlüsse an das früher Bemerkte, in der Formel (III) des 
Art. 7 die Grössen x, x durch die unter (@q) angegebenen, in ihren Modulen a^«' keinen 
Beschränkungen unterworfenen «^-Producte, so erhält man, von Nebensächlichem abgesehen, 
das zuerst von den Herren Nöther'*) und Fröbeniiis**) aufgestellte Additionstheorem der 
allgemeinen «d-- Functionen. Die Formel {ü) des Art. 8 dagegen, die dadurch ausgezeichnet 
ist, dass sie keine Grössen x' enthält, liefert, wenn man die Grössen x durch die unter (@o) 
angegebenen 'd'-Producte ersetzt, die Fundamentalformel für die Gewinnung der sämmt- 
liehen hierhergehörigen -O^- Relationen. Das wahre Wesen der Formeln (III) und {LT) 
ist darin zu suchen, dass das ihnen zu Grunde liegende System der 2p -{- 2 Charakte- 
ristiken [-41], [^2], . . ., [-42JP-I-2] ein von speciellen Voraussetzungen entkleidetes ist, 
und dass in Folge dessen aus jeder dieser beiden Formeln die sämmtlichen zu 
derselben Kategorie gehörigen hervorgeben, wenn man an Stelle des Systems 
[Ä[], [Äily . . ., [-4ij,+2] die verschiedenen derartigen Systeme einführt. Bezeichnet man 
mit /Li|, ^^, ^, ft4 irgend vier verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., 2p -^ 2 
und ersetzt dann in dem Systeme [-41], f J.2], . . ., [^2^+2] die Charakteristiken [-4oJ, [.4^J, 
[Äft^]^ [J.^J, durch die Charakteristiken [S-4^^], [S-4.^J, [/S-4^J, [S-4LJ beziehlich, indem 
man unter [S] die Summe der vier Charakteristiken [-4«,], [-4^/J, [-4^,], [-^a<J versteht, so ist 
das neue System, wie sich leicht aus dem in Art. 7 unter 1) Bemerkten ergiebt, von der- 
selben Beschaffenheit, wie das ursprüngliche, und es besteht zudem zwischen den Summen 
[x] und [h] der im ursprünglichen und der im neuen Systeme beziehlich vorkopimenden 
ungeraden (oder geraden) Charakteristiken die zuerst von Herrn Frdbenius angegebene 
Relation [«'] = [x] + \S\ Berücksichtigt man dajin noch, dass man, wie Herr Frdbenius 
in der soeben citirten Arbeit gezeigt hat, auf diese Weise zu jedem derartigen Systeme 
gelangen kann, so erkennt man, dass man aus jeder der beiden auf ein beliebiges System 
[-4i], [-4y, . . ., [-4ip+2] bezogenen Formeln (III) und (U) alle übrigen ableiten kann, 
ohne dass es nöthig wäre, zu speciellen Charakteristiken hinabzusteigen. 

Handelt es sich schliesslich darum, die Formeln (III) und (JJ) zur Gewinnung 
der Relationen, welche zwischen den 2^^ mit demselben Argumentensysteme {v) ver- 
sehenen ^-Functionen bestehen, zu verwerthen, so möchte ich, wenn auch diese Rela- 
lationen sämmtlich aus der Formel (III) erhalten werden können, doch der Formel 
{TT) wegen ihrer einheitlichen Gestalt den Vorzug vor der ersteren geben. Bei 
ihrer Anwendung reducirt sich nämlich die Frage nach den verschiedenen 'O'-Rela- 

*) Nöiher, Zur Theorie der Thetafanctionen von beliebig vielen Argumenten. Math. An- 
nalen, Bd. XVI, pag. 827, Formel (V). 

*^ Frobenms, Ueber das Additionstheorem der Thetafanctionen mehrerer Yariabeln. Crelle's 
Journal, Bd. 89, pag. 219, Formel (10.). 
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tionen auf die Untersuchung der verschiedenen Systeme von je 6 • 2^"^ Charakteristiken, 
die aus dem Fundamentalsysteme der 6 • 2^""* ungeraden Charakteristiken von der 
Form [Äa^y, ft = 0, 1, . . ., 5, p = 1, 2, . . ., 2^^^ hervorgehen, wenn man die 
sämmtlichen Charakteristiken desselben um ein und dieselbe willkürliche Charakteristik 
[cd] vermehrt und dann für [o] der Reihe nach die 2^p überhaupt existirenden Charakte- 
ristiken setzt. Diese verschiedenen Systeme von je 6 • 2^""* Charakteristiken spielen im 
allgemeinen Falle dieselbe Rolle, wie die Rosenliain' sehen Sechsersysteme im Falle |> *» 2, 
und man gewinnt unter ihrer Anwendung einen klareren Einblick in die Entstehung und in 
die Structurverhältnisse der verschiedenen -d'-Relationen, als wenn man von der Formel (III) 
ausgeht. Die vollständige Durchführung dieses Gedankens, welche die noch ausstehende 
Behandlung einer Reihe combinatorischer Probleme verlangt, würde über den Rahmen 
der vorliegenden Arbeit hinausgehen, und ich kann an dieser Stelle um so eher auf 
weitere Ausführungen verzichten, als eine Reihe hierhergehöriger '9' -Relationen schon 
in der Arbeit des Herrn Nöther aufgestellt und untersucht worden ist, und speciell der 
Fall j? = 2 von Herrn Krater in seiner schon erwähnten Arbeit nach den von mir hier 
entwickelten Principien durchgeführt wurde. Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit war 
es, auf die gemeinsame Quelle hinzuweisen, aus der alle '&- Relationen fliessen, »und die 
Mathematiker zur weiteren Verfolgung des hier von mir gezeigten Weges zu veranlassen. 



Berichtigungen. 



Seite 12, Z. 1 v. o. lese man: „9'{{u — t> — ti; + Q)" statt „((<« — » — w + Q)" 
„ 41, Z. 12 V. 0. ist vor u^ 



» 

»» 



41, Z. 12 y. 0. ist vor u^^ eine Klammer ausgefallen 



ini « 2ni (« 



46, Z. 1 y. n. lese man: „e '* statt „e ** ^ 

69, Z. 5 des Textes v. u. lese man: „zwischen den 2p 4- 1" statt „zwischen diesen 2p + V*^ 

69, Z. 6 V. u. lese man: „«20+«" statt „«2« ig" 

87, Z. 7 ▼. 0. lese man: „[{]" statt „J" 

96, Z. 4 Y. u. lese man: „in der vorliegenden Reihenfolge** statt „in irgend welcher Reijienfolge". 
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